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1 Ein einfiihrendes Beispiel: Das invertierte Pen-
del

Es geht in dieser Vorlesung um Regelungssysteme (auch Kontrollsysteme ge-
nannt). Um die allgemeine Theorie zu motivieren, beginnen wir mit einem Stan-
dardbeispiel, dem invertierten Pendel.

Die Pendelgleichung.

mg

Wir verwenden folgende Notation:

e [: Linge der Pendelstange

e m: Masse des Pendels

g: Erdbeschleunigung

@: Auslenkung des Pendels
e cy: Reibungskraft

Wir gehen davon aus, dass die Pendelmasse am Ende einer starren Stange mit
vernachléssigbarer Masse angebracht ist und in einem Punkt zentriert ist. Die
Aufhingung des Pendels soll fixiert sein. Wir wollen uns im Folgenden aus New-
ton’s Kraftgesetz die Bewegungsgleichung des Pendels herleiten. Dieses lautet

F =ma,

wobei F' die wirkende Kraft ist und a die Beschleunigung. Die Kraft ist eine
ortsabhéngige Funktion und a ist die zweite zeitliche Ableitung des Orts, den
wir mit z(t) bezeichnen. Die obige Identitét konnen wir folglich schreiben als

Fla(t) = mi(t), #(1) = Sga(t)



Den Ort der Pendelmasse konnen wir als Funktion des Auslenkungswinkels ¢
beschreiben: 0
_ Isinp(t
z(t) = [ —l cos p(t) } ’

Die erste und zweite Ableitung nach der Zeit ergeben sich zu

() = (1) [ Z?EZZEQ }
#(t) = 1p(t) [ ot } ey { RSt ] |

Auf die Pendelmasse wirken die Schwerkraft und die Reibungskraft. Dabei ist
zu beachten, dass ein Teil der Schwerkraft durch die Pendelstange kompensiert
wird. Mit Hilfe eines Krifteparallelogramms erhalten wir die Gleichung

e[ ez oo 220

cp(t)

mg

Dies ist ein lineares Gleichungssystem, das wir auch schreiben kénnen als
0] sinp(t) cosp(t) | | a(t)
—mg | T | —cosplt) sme(t) || 8@ |-
Durch Matrixinversion erhalten wir als Lésung
a(t) | _ | sinp(t) —cosp(t) | 0| mg cos (1)
| cos(t) sin () —mg | | —mgsinp(t) |’

wobei die zweite Komponente die effektiv auf die Pendelmasse wirkende Kraft
beschreibt. Die Bewegungsgleichung ergibt sich damit zu

—mgsin p(t) = mIg(t) + (),



was wir lieber in der Form
. g . /s / c
t) = —=sinp(t) —ce(t c = —
P(t) = =7 sinp(t) — (1), D
schreiben. Um ein System von Differentialgleichungen erster Ordnung zu erhal-
ten, fithren wir neue Koordinaten ein, ndmlich

T1i=@, Ty = Q.

Wir erhalten so das Gleichungssystem

difaz | _ [ &1 | _ ) (1)
dt | =2 T —9sinwy — x| °

Dieses Differentialgleichungssystem hat eine Ruhelage im Nullpunkt (aber nicht
nur dort!). Das ist klar, denn wenn die Auslenkung und die Winkelgeschwin-
digkeit Null sind, bewegt sich das Pendel nicht. Fiir kleine Abweichungen aus
der Ruhelage wird die Bewegung in erster Naherung durch die Linearisierung
beschrieben. Diese ist gegeben durch

21 _ 0 1 21

2.'2 - -7 —c ) ’
Die Matrix auf der rechten Seite ist die Jacobi-Matrix der rechten Seite von
im Punkt (z1,22) = (0,0).

§S3

Stabilisierung in der oberen Ruhelage.

Unser Ziel ist es nun, das Pendel in der oberen, instabilen Ruhelage zu stabi-
lisieren, siehe Abbildung. Wir nehmen dazu an, dass wir mit einem Motor in
der Aufhangung eine Kraft erzeugen konnen. Es ist dann praktisch, den Win-
kel als Abweichung von unserem Ziel anzugeben. Vorzeichen von Winkel und
Reibungskraft kehren sich um und wir erhalten

¢=%mw—d¢+wﬁ



wobei u(t) die Kraft beschreibt, die der Motor zur Zeit ¢ auf die Pendelmasse
ausiibt.

Ansatz: Wir wahlen eine sogenannte ,,PD“—Regelungﬂ
u=oap+ P,

d.h. die Steuerung wird in Abhingigkeit vom aktuellen Zustand gewahlt (Rick-
kopplung / Feedback).

U t=Ax+Bu| vy
y=Cx

Abbildung 1: Blockdiagramm: Riickkopplung

Der geschlossene Regelkreis ist dann

p= %sincp—&—agp—l—(ﬁ—c’)gb.

Wir wollen nun « und 8 so wéhlen, dass die Ruhelage (¢., ¢«) := (0,0) stabil
wird. Das nichtlineare System ist gegeben durch

I - 1)
@y || $sinzy +az + (- )xg |

Die Linearisierung in der Ruhelage ist das lineare System

)=t s2e ]2 ]

In Ermangelung einer besseren Idee wihlen wir a und g so, dass die Linearisie-
rung asymptotisch stabil ist, d.h. dass alle Losungen gegen Null konvergieren.
Damit das der Fall ist, miissen beide Eigenwerte A1, Ao negativen Realteil ha-
ben. Bei 2 x 2-Matrizen ist dies dquivalent dazu, dass die Spur negativ und die
Determinante positiv ist, denn

AER¥? = Spur(4) = A+ Az, det(A) = Ao

Wir erhalten deshalb die beiden Bedingungen
B<c und a<—%.
Physikalische Interpretation:

e 3 < c: In dem System ist Reibung enthalten, entweder real durch ¢’ oder
virtuell durch 5.

e a < —g/l: Das Vorzeichen der Riickstellkraft wird umgekehrt.

1 PD* steht fiir proportional derivative.



2 Lineare zeitinvariante Differentialgleichungen

Wir wollen lineare Kontrollsysteme verstehen, die durch Differentialgleichungen
der Form
&(t) = Ax(t) + Bu(t)

beschrieben werden. Dazu miissen wir zunéchst lineare inhomogene Differenti-
algleichungen der Form

&= Ax+g(t) (2)
verstehen, wobei A € K"*" K € {R,C} und g : I — K" eine auf einem Intervall
I C R definierte stetige Funktion ist.

Um die Lésungen von zu beschreiben, miissen wir zunéchst die Matrix-
Exponentialfunktion einfiihren und studieren. Wie die reelle oder komplexe Ex-
ponentialfunktion, definieren wir fiir eine Matrix A € K"*",

=1 1 1
e = exp(A) ::ZEA’“:I+A+§A2+6A3+...,
k=0

wobei I die n x n-Einheitsmatrix bezeichnet. Zunéchst stellen wir sicher, dass
dies fiir alle A wohldefiniert ist.

2.1 Satz: Die Reihe e? konvergiert fiir alle A € K<™,

Beweis: Wir verwenden das Cauchy-Kriterium fiir die Konvergenz von Reihen.

Sei dazu || - || eine Operatornorm auf K™*". Fiir beliebige n,m € N, n > m, gilt:
DI R P
k=1 k=1 k=m+1
< Z EHA | < Z EHAH :
k=m+1 k=m+1

Nun konnen wir verwenden, dass die reelle Exponentialreihe konvergiert. Wir
wissen insbesondere, dass zu jedem ¢ > 0 ein ng € N existiert, so dass aus
n,m > ng folgt, dass obige Summe kleiner als ¢ ist. Damit ist die Konvergenz
von e mit Hilfe des Cauchy-Kriteriums nachgewiesen. Wir haben dabei in der
letzten Abschitzung die Submultiplikativitit von Operatornormen verwendetﬂ

O

Die folgende Eigenschaft der Matrixexponentialfunktion zeigt ihre Bedeutung
in Bezug auf die Differentialgleichung .

2.2 Satz: Fiir jedes A € K"*" ist die Funktion t — e*4, R — K"*", stetig
differenzierbar mit

d ..
Eem = Ae! = A  fiir allet € R.
2Fiir eine Operator- oder Matrixnorm | - || gilt ||AB|| < ||A|||| B, siehe Ubungsaufgabe 2
auf Blatt 3.



Beweis: Sei (eAt)ij =¢,;(t) und (Ak)ij = ozg-c). Dann gilt

Eij(t):zal(,;?)H firi,j=1,...,n. (3)
k=0 :

Die die Matrizenreihe Z,;“;O %Ak fiir jedes t konvergiert, ist auch jede der kom-
plexen Potenzreihen auf ganz R definiert, besitzt also den Konvergenzradius
oo. Folglich ist jede der Grenzfunktionen ¢;; auf ganz R stetig differenzierbar
und die Ableitung kann durch gliedweises Differenzieren der entsprechenden
Reihenglieder gewonnen werden:

NP o PSR o S BLG o  (SeV L
fult) = 3 ko S = 2 (kq)!‘zaiﬂ' Kl
k=0

k=1 k=0

Daraus folgt

dt
k=0
_ Voqk1 U k) k
= A=A At = ()4
k=0 k=0 k=0
und der Satz ist bewiesen. O

2.3 Satz: Die eindeutige maximale Lisung des Anfangswertproblems
T = ALU, :L‘(to) =9 € Kn, to R
ist gegeben durch ¢(t;ty, zo) = et zg, o(-tg, o) : R — K"

Beweis: Nach dem vorherigen Satz gilt

d _
a@(t;tmxo) = AeAMt=t) g = Ap(t; to, x0).

Da zudem ¢(to;tg, o) = e'xg = Ixg = T, 165t p(+;to, o) das Anfangswertpro-
blem. Die Eindeutigkeit folgt z.B. aus dem Satz von Picard-Lindeldf. U

Nun koénnen wir auch die Losungen des inhomogenen Systems beschreiben.

2.4 Satz: Die eindeutige maximale Losung des Anfangswertproblems ,
x(tg) = xg € K", tg € I, ist gegeben durc}ﬂ

t
Q(t;to, zo) = et g +/ eAt=9g(s)ds, tel (4)

to

3Das Integral ist komponentenweise zu verstehen.



Wir nennen die ,Variation der Konstanten“-Formel (Begrindung des Na-
mens: siche Ubungsaufgabe 4 auf Blatt 1).

Beweis: Zunichst sehen wir, dass

to
@(to;to,l’o) :eox[) +/ ... =X20-
to
Die Differenzierbarkeit von ¢ — o(t; tg, o) folgt aus der von t +— e und der

Stetigkeit von g (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung!). Aus der

Identitat . .
/eA(t*S)g(s)dS:eAt/ e 4%g(s)ds,

to to

deren Giiltigkeit aus eA(*=%) = eA'e=4% (siehe Satz folgt, ergibt sich

d t
&go(t; to, xo) = AeAlTt0) gz 4 AeAt / e A%g(s)ds + ete Ay (t)
to
= Ap(t;to, o) + g(t).

Hier haben wir zudem verwendet, dass e~ = (e*)~1, siehe Satz O

Das folgende Beispiel zeigt, wie man e4? fiir Diagonalmatrizen berechnen kann.
2.5 Beispiel: Gegeben sei die Matrix
-1 0
ae[70)
Wir wollen e“? fiir alle t € R berechnen. Die Potenzen von A sind gegeben durch
_1\k
Ak — [ (1) 2O,C } fiir alle k > 0.

Daraus folgt unmittelbar, dass

o — k —

oAt — > k=0 ( kt!) 0 _[et o0

- 0 oo (2t)F :
k=0 k!

O

Dass sich die Berechnung von e?* i.A. nicht auf die Berechnung reeller oder
komplexer Exponentialausdriicke reduziert, zeigt folgendes Beispiel.

2.6 Beispiel: Gegeben sei die Matrix

A=

O OO
OO =
o = O



Wir wollen e? fiir alle ¢ € R berechnen. Dies ist in dem vorliegenden Fall sehr
einfach, da A% = 0 und damit auch A* = 0 fiir alle ¥ > 3. Also bricht die
Exponentialreihe bereits nach dem dritten Reihenglied ab und wir erhalten

At to 0 tl 1 t2 2 t2 2
100 0t 0 00 ¥ 1t &
= (01 0|+{00 t|+l00 0 |=]01 ¢
00 1 00 0 00 0 00 1

O

Es stellt sich nun die Frage nach der praktischen Berechnung von e im allge-
meinen Fall. Dazu benétigen wir zunéchst einige elementare Eigenschaften der
Matrixexponentialfunktion.

2.7 Satz: Fiir beliebige n x n-Matrizen A, B € K"*" und t,s € R gelten fol-
gende Aussagen:

(a) ¥ =1.

(b) eAtgAs — oA(t+s)

(©) (1) = e

(d) eAteBt = (A+B) fa]ls AB = BA.

(e) et = TeT 'ATtT=1 fiir jede invertierbare Matrix T € K"*™.

(f) Besitzt A Blockdiagonalform diag[A4, ..., A,], so gilt

edwgph,“wAﬂt Ala...’eArq.

= diag[e

Beweis: Eigenschaft (a) ergibt sich durch Einsetzen der Nullmatrix in die Ex-
ponentialreihe. Eigenschaft (b) ergibt sich als Spezialfall von (d), da At und As
fiir beliebige ¢, s € R kommutieren; (c) erhdlt man aus

d

&efAteAt — Ao AtAt | oAt foAt () = A0A0 _ |

und der Tatsache, dass eine auf einem Intervall definierte differenzierbare Funk-
tion mit verschwindender Ableitung konstant ist.

Eigenschaft (d) ergibt sich wie folgt: Wegen AB = BA gilt A*B = BAF fiir alle
k € N und damit

oo o0

ok t* ok At
SAF| B =Y ARB] = Y BAY] = Bet.
k=0 k=0 k=0

B = [

10



Mit Satz [2.2| und der Produktregel folgt fiir die Funktion M (t) := eAteBt dass
M(t) = AetePt + eA*BeBt = (A + B)M(1).

Ferner gilt M(0) = I. Also 16st M wie auch die Funktion ¢ + e(A+B) das
Anfangswertproblem _
X=(A+B)X, X(0)=1I.

Wegen der Eindeutigkeit der Losung (Satz von Picard-Lindelof) folgt daraus die
Behauptung.

(e) Fiir die matrixwertige Funktion P(t) := TeT ATtT-1 gilt
. d -1 -1
P(t) =T|—=el AT =1 = T[Tt ATT ATYT=! = AP(1).
dt

Da auch P(0) = I gilt, ergibt sich mit der gleichen Schlussweise wie in (d) die
Behauptung.

(f) Fiir die matrixwertige Funktion Q(t) := diag[e/1t, ..., e“»!] gilt

. d d
Q) = diag[aef‘lt,...,&e“‘"t] — diag[Are™?, ..., A e]

= diag[A1,..., A, diagle™?, ... e?!] = diag[Ay, ..., A,]Q(t)
und Q(0) = I. Damit folgt die Behauptung. O

Wir haben nun alle Hilfsmittel zur Verfiigung, die wir zur praktischen Berech-
nung von e“* bendtigen.

Im Folgenden werden wird stets von einer reellen Matriz A € R™*"™ ausgehen!

Aufgrund von Satz e) konnen wir davon ausgehen, dass A in reeller Jordan-
Normalform vorliegt, d.h. wir kénnen annehmen, dass die Matrix A in der Block-

diagonalform
. { R 0 ]

0 K

vorliegt, wobei R die reellen und K die komplexen, nicht-reellen Eigenwerte von
A als Eigenwerte besitzt. Bekanntlich hat dann R die Form

R = diaglJ1, ..., Jp]

mit reellen Jordanbl6cken der Form

A 1 0
Jk: h h ) k:]-v"'apv (5)
0 Ak

wobei Aj die reellen Eigenwerte von A sind. Die komplexe Matrix K hat ebenfalls
Blockdiagonalform
K = diag[K;, ..., K],

11



wobei die einzelnen Blocke die gleiche Bandstruktur wie die Jj, besitzen mit dem
Unterschied, dass anstatt reeller Zahlen jetzt 2 x 2-Matrizen stehen:

ar by 1 0 0 0
by ar 0 1 0 0
Ky = 1 0 ’ k= L....q (6)
0 1
0 0 ar by
L 0 0 —br ay |

Hierbei ist ag +iby, b, # 0, fiir jedes k ein konjugiert komplexes Eigenwertepaarﬂ
der Matrix A.

Wegen Satz (e) und (f) geniigt es nun fiir die Berechnung von e* die Matrizen
elit .. e’»t und et ... eXa? zu berechnen. Die Herleitung der Formeln fiir
Matrizen dieses Typs ist unser néchstes Ziel.

Der reelle Fall: Die Matrix J € RY*L habe die Form , besitze also die Dar-
stellung J = P + D mit

0 1 0 A 0
P: s D:
o1 .
0 0 0 A

Offensichtlich ist dann aufgrund der Beziehung PD = AP = DP Satz d)
anwendbar und wir erhalten

oIt — o(P+D)t _ (Pt Dt

Die Matrix P ist nilpotent, genauer: P! = 0 fiir alle [ > L. Daraus folgt

L_ltl
Pt _ [
e 75 Z!P'
=0

4Erinnerung: Hat eine reelle Matrix A einen komplexen Eigenwert a 4 ib mit Imaginérteil
b # 0, so ist auch a — ib ein Eigenwert von A. Das Paar (a + ib, a — ib) ist dann ein konjugiert
komplexes Eigenwertepaar von A.

12



Unter Beriicksichtigung der Beziehung eP* = eI folgt dann

Al 0
r 2 L—1 ]
’ Lt 5 =
1 5
e 0 A :e)\t ﬁ (7)
2
t
_O 1 -

Der komplexe Fall: Die Matrix K € R2M*2M habe die Form @, lasse sich also
in der Form K = @) + B schreiben mit

0 I 0 C 0
Q: ; B = )
0 0 0 C

wobei
0 0 10 a b
=[oal o] e=[5 0]
Wegen der Beziehung QB = BQ (nachrechnen!) liefert Satz [2.7(d)

eKt — e(Q+B)t — theBt. (8)

Fiir die Matrix Q gilt Q* = 0 fiir alle k& > M und daraus folgt
=2 Q. (9)
Aus (8), (9), Satz f) und der leicht nachzurechnenden Beziehung (Ubungs-

aufgabe 2 auf Blatt 2)

oCt _ qat | €OS bt sinbt
o —sinbt cosbt

ergibt sich schliefslich die gesuchte Formel, in der wir die Abkiirzung

G(t) ::[ cos bt sinbt]

—sinbt cosbt

13



verwenden:

c I 0
r 2 M-1 T
. G(t) tG(t) 5GM) - G
! :
0 C __ .at . . 2
¢ - - 56
tG(t)
I G(t)

2.8 Bemerkung: Wie man sofort an den obigen Formeln erkennt, beschreiben
die Realteile der Eigenwerte von A das Wachstumsverhalten der Losungen fiir
t — 400, wihrend die Imaginédrteile das , Rotationsverhalten beschreiben.

Die obigen Erkenntnisse fiihren zu folgendem Rezept zur Berechnung von e4*:

1. Schritt: Berechnung der Eigenwerte von A.

2. Schritt: Berechnung der Eigenvektoren (und ggf. Hauptvektoren) von A und
spaltenweise Anordnung dieser Vektoren zu einer Matrix 7. Im Fall komplexer
Eigenwerte verwendet man von den komplexen Eigen- und Hauptvektoren die
Real- und Imaginérteile.

3. Schritt: Berechnung von 71.

4. Schritt: Berechnung von T_IAT~und Erkennen der Jordanblécke Ay, ... Ay
in der Darstellung T—'AT = diag[A1, ..., Ax].

A

5. Schritt: Berechnung von e* nach der Formel

et = Tdiagle™?t, ... e 7L,
Dieses Rezept wollen wir nun an einem konkreten Beispiel durchexerzieren.

2.9 Beispiel: Wir wollen e berechnen fiir die Matrix
-1 00
A= 1 -1 0
0 10

1. Schritt: Das charakteristische Polynom von A ergibt sich zu —A(\+1)2. Also
ist 0 ein einfacher und —1 ein doppelter Eigenwert von A.

2. Schritt: Einen Eigenvektor zum Eigenwert O liefert das lineare Gleichungssys-

-1 0 0 x 0 0
1 -1 0 y | =101, alsoetwa | 0
0 10 z 0 1

14



Zur Ermittlung der Eigenvektoren zum Eigenwert —1 miissen wir das System

00 0 x 0
100 yl=1]0
01 1 2 0

16sen. Da der Rang der links stehenden Matrix 2 ist, hat diese Gleichung einen
nur eindimensionalen Losungsraum, der z.B. von dem Vektor [0, —1,1]7 aufge-
spannt wird. Einen zweiten linear unabhéngigen Vektor des verallgemeinerten
Eigenraums zum Eigenwert —1 liefert das Gleichungssystem (A + I)w = v, wo-
bei v der bereits bestimmte Eigenvektor zum Eigenwert —1 ist. Wir miissen also
eine Losung des folgenden Systems berechnen:

000][ax 0
1oo0f|]|yl|l=]|-1
01 1 2 1

Wie man leicht bestitigt, ist [—1,0,1]7 eine solche Losung. Nun bilden wir aus
den zwei Eigenvektoren und dem Hauptvektor die Matrix 7"

0 0 -1
T=]10 -1 0
1 1 1

3. Schritt: Die zu T inverse Matrix ist
1 11
T7'=1] 0 -1 0
-1 0 0
Zur Berechnung von 7! kann man z.B. den Gauf-Jordan-Algorithmus anwen-
den.

4. Schritt: Aufgrund der Theorie ist nun bekannt, dass die Matrix A die reelle
Jordan-Normalform

0O 0 o0

T'AT=|0 -1 1

0 0 -1
besitzt, was sich natiirlich auch durch Berechnung des Matrizenprodukts T—' AT
ergibt. Wir erkennen nun die Jordanblocke A; = [0] und Ay = _(1) _1 ],

in der Reihenfolge, die durch die Anordnung der Eigen- und Hauptvektoren als
Spalten von 7" bestimmt ist.

5. Schritt: Mit den zuvor erzielten Ergebnissen und der Formel gilt

0 0 -1 1 0 0 1 11
At = 0 -1 0 0 et tet 0 -1 0
11 1 0 0 et -1 00

[ et 0 0

= te™? et 0

i l—et—te7? 1—e7t 1




O

2.10 Bemerkung: Fiir reelle oder komplexe Matrizen kénnen wir analog auch
die komplexe Jordan-Normalform verwenden. Dies macht das Verfahren sogar
einfacher, denn im Komplexen gibt es nur einen Typ von Jordanblocken, ndmlich

A1 0
J = , AeC
1
0 A
mit r 2 L—-1
t 7
Lot 2 (L—=1)!
et = M S e (10)
. . -
t
L 0 1 .

Zu beachten ist hier, dass auch fiir eine reelle Matrix A sowohl die Transforma-
tionsmatrix 7" als auch Jordan-Normalform von A komplexe Zahlen als Eintrige
haben koénnen.

3 Stabilitat linearer Differentialgleichungen

Wir betrachten nun lineare homogene Differentialgleichungen
&= Ax (11)

mit x € K", A € K"*". Ein solches System hat stets die triviale Ruhelage
z, =0, d.h. ez, =z, fiir alle t € R.

Wir wollen die Stabilitdtseigenschaften dieser Ruhelage beschreiben und cha-
rakterisieren. Dazu verwenden wir eine Norm || - || auf dem K", die wir beliebig,
aber fest wahlen.

Zur Erinnerung: Eine Norm ist eine Funktion || - || : K® — R4 mit folgenden
Eigenschaften:

(i) [|z|| = 0 & x = 0 (Positiv-Definitheit).
(i) [lax| = |af||z| fir alle o € K, 2 € K™ (Homogenitit).

(iii) ||z +yl| < ||z|| + ||y| fur alle z,y € K" (Dreiecksungleichung).

16



Die Standardnorm im R"™ wird induziert von dem Euklidischen Skalarprodukt

n
<£L’, y> = Z TiYis
i=1

wobei x = [x1,...,2,]7 und y = [y1,...,yn]T. Dann ist

]l = {, )% =

Die Standardnorm im C" wird induziert von der Sesquilinearform

n
(2,y) == Z Yy
i=1

Auch hier ist

n

n
)l = (@, )% = | > wm = | ) |l
i=1

i=1

Die Wahl der Norm auf dem K" ist jedoch im Folgenden irrelevant, was daran
liegt, dass alle Normen auf einem endlichdimensionalen Vektorraum dquivalent
zueinander sind. Das heifit, sind || - || und || - ||’ zwei Normen, so gibt es eine
Konstante C' > 1 mit

C7Hz|" < 2| < Cllz]l’, Yz e K™
3.1 Definition: Die Ruhelage x, = 0 der Differentialgleichung heifst

e stabil, falls zu jedem € > 0 ein § > 0 existiert, so dass fiir alle x € K" aus
||| < 6 folgt, dass |[e*tx| < e fiir alle t > 0.

e attraktiv, falls fiir jedes x € K™ gilt, dass

lim etz = 0.
t—o0

e asymptotisch stabil, falls sie stabil und attraktiv ist.

e instabil, falls sie nicht stabil ist.

In diesen Fiéllen bezeichnen wir auch die Differentialgleichung als stabil,
attraktiv, asymptotisch stabil bzw. instabil.

Mit o(A) bezeichnen wir im Folgenden das Spektrum der Matrix A, d.h. die
Menge der Eigenwerte von A.

Der folgende Satz charakterisiert die asymptotische Stabilitét.
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3.2 Satz: Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) Die Ruhelage . = 0 ist asymptotisch stabil.
(ii) Jeder Eigenwert von A hat negativen Realteil.

(iii) Es gibt Konstanten M > 1, 8 > 0, so dass fiir alle z € K" gilt, dass

leal| < Me"af, vt >0, (12)

Beweis: ,(i) = (ii): Wir nehmen an, A hétte einen Eigenwert A € C mit
Re(A) > 0 (Widerspruchsannahme). Im Fall K = C betrachten wir dann einen
zugehorigen Eigenvektor € C*, d.h. Az = Ax. Mit A = a+1ib, a = Re()\), folgt
dann fiir alle £ > 0, dass

le?a]| = [[eXz]| = [[e®e™ x| = e || [|z]| > ]| > 0. (13)
——
=1
Dabei haben wir verwendet, dass
At o tF o tF AN At
etr = (ZEA )Q:ZZEA x:Zﬁ/\ T =ex.
k=0 k=0 k=0

Die Ungleichung steht offensichtlich im Widerspruch zur Attraktivitéit der
Ruhelage. Im Fall K = R betrachten wir die Vektoren z; := Re(z) und z3 :=
Im(x). Aus der Eigenwertgleichung folgt

ety = ey = e (cos(bt) + isin(bt))(zy + izo).
Spalten wir dies in Real- und Imaginéarteil auf, so erhalten wir
ety = e (cos(bt)zy —sin(bt)xs), eMay = e (sin(bt)z; + cos(bt)xs).
Insbesondere folgt daraus, dass

€A™/ i || > ||| fiir alle n €N, i =1,2.

Da 27 # 0 oder x5 # 0, steht dies im Widerspruch zur Attraktivitit.

»(i1) = (iii)*: Aufgrund der fiir jede invertierbare Matrix T € K"*" giiltigen
Abschiitzungﬂ

1 B 3
le® AT || = |7~ ATl < T H{[le® || Tl
reicht es zu zeigen, dass

|edt|| < Me™Pt, vt >0, (14)

5Hier verwenden wir die Submultiplikativitsit von Operatornormen.
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falls A in Jordan-Normalform gegeben ist. Dazu wéhlen wir 8 > 0 so, dass
Re(A) < =<0, VAeo(A). (15)

In der Tat kénnen wir die zu beweisende Ungleichung auf den Fall reduzie-
ren, dass A ein Jordanblock ist. Ist ndmlich z € K", so gilt * = z1+x9+- - -+,
wobei z1,...,z, die Komponenten von x bzgl. der Zerlegung in die Jordan-
Unterrdume sind, und da die Jordan-Unterrdume fiir A in Jordan-Normalform
senkrecht aufeinstander stehen, gilt

T 2 T
el = |3 ettan|| = D llea®
=1 i=1

Gilt nun |leAa;|| < M;e P||z;| fiir 1 <4 < 7, so folgt daraus

;
le?al? < (max MZ)e S g2 = (max MZ)e 2z,
i=1,...,r P i=1,...,r

und die zu beweisende Ungleichung folgt nach Wurzelziehen mit M = max; M.

Ist A ein Jordanblock zu einem Eigenwert A = a + ib, a,b € R, so wissen wir
aufgrund der allgemeinen Uberlegungen zur Berechnung von e4?, dass

eAt _ eateibtp(t)7

wobei P(t) nur Monome als Eintréige hat (siehe Gleichung ([I0)). Wir erhalten
damit
e = Y P(1)],

wobei a+ 8 = Re(\) + 8 < 0 wegen (15). Da der exponentielle Term e(*+5? das
polynomiale Wachstum in ||P(¢)|| dominiert, konvergiert e’ e4| gegen Null,
ist also insbesondere beschrinkt durch eine Konstante M > 1. Damit ist (iii)
bewiesen.

»(ii) = (i)*: Die Attraktivitdt ist trivial, denn aus folgt unmittelbar, dass
jede Losung exponentiell gegen Null konvergiert. Zu gegebenem e > 0 konnen
wir zudem durch die Wahl von ¢ := /M erreichen, dass aus ||z|| < § folgt, dass

ledtz|| < Me ™ P|z|| < M6 =¢, Vt>0.
Also ist die Ruhelage auch stabil. O

3.3 Korollar: Die Ruhelage =, = 0 ist genau dann asymptotisch stabil, wenn
sie attraktiv ist.

Beweis: Es reicht zu zeigen, dass aus der Attraktivitdt die Stabilitat folgt. Wie
im Beweis von Satz[3.2]folgt aus der Attraktivitit, dass kein Eigenwert A € o(A)
Realteil > 0 haben kann. Folglich ist nach Satz[3.2] z, = 0 asymptotisch stabil,
also insbesondere stabil. (]

Als néchstes wollen wir die Stabilitdt der trivialen Ruhelage mit Hilfe der
Jordan-Normalform charakterisieren. Hier ergibt sich folgendes Resultat.
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3.4 Satz: Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) Die Ruhelage x, = 0 ist stabil.

(ii) oc(A) C {z € C : Re(z) < 0} und fiir alle Eigenwerte mit Realteil 0
stimmen algebraische und geometrische Vielfachheit iiberein.

(iii) Es gibt eine Konstante M > 1, so dass fiir alle x € K™ gilt, dass

le**z|| < Mljz], vt = o0.

Beweis: ,,(i) = (ii)*: Der Einfachheit halber betrachten wir nur den komplexen
Fall. Wir nehmen an, die Ruhelage =, = 0 sei stabil und (ii) gelte nicht. Dann
gibt es zwei Moglichkeiten: Es gibt einen Eigenwert A € o(A) mit Re(\) > 0
oder mit Re(X) = 0 und maig(A) # Mgeom(A). Im ersten Fall wihlen wir einen
Eigenvektor € C" zum Eigenwert A = a + ¢b und sehen, dass

edtz| = e ||z|| = oo fiir t — .

Dies widerspricht offensichtlich der Stabilitit, da wir einen Eigenvektor mit
beliebig kleiner Norm wéhlen kdnnen. Im zweiten Fall gibt es einen Hauptvektor
y € C", d.h. (A— M)y =2 und (A — A\)x = 0. Damit folgt

eA=ADt, y+Z—t’“A A1y =y + ta.

Multiplikation mit e* auf beiden Seiten liefert
ey = My + teMe = M (y + tz).

Mit Re(A) = 0 ergibt sich durch Anwendung der Dreiecksungleichung nach
unten, dass

lleyll = [lte +yll > thall - [yl = oo fiir ¢ — oo,

im Widerspruch zur Stabilitét.

»(ii) = (iii)*: Wie im vorherigen Beweis kénnen wir annehmen, dass A ein (re-
eller bzw. komplexer) Jordanblock ist. Erfillt der zugehorige Eigenwert A die
Ungleichung Re(\) < 0, so folgt die Behauptung wie im vorherigen Beweis. Ist
Re(A) = 0, so gilt nach Voraussetzung, dass entweder A = [0] (falls A = 0) oder
A= cos(bt)  sin(bt)
| —sin(bt) cos(bt)
woraus die zu beweisende Aussage folgt.

»(iii) = (1) So wie im Beweis von Satz O

Nun wollen wir noch eine weitere Methode zur Stabilitdtsanalyse vorstellen, die
sich auch fiir nichtlineare Systeme als sehr hilfreich erweisen wird. Dazu miissen
wir zunéchst wieder an einige Begriffe aus der Linearen Algebra erinnern.

. In beiden Fillen gilt ||e“*z| = ||z|| fiir alle ¢ > 0,
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Einschub: Positiv definite Matrizen

Eine Matrix P € R™ " heifst symmetrisch, falls P = PTE Eine Matrix P €

C™*™ heifst hermitesch, falls P = P, wobei P die Matrix ist, die durch komplexe
Konjugation aller Eintrdge von P entsteht. In beiden Féllen schreiben wir P*

fiir P bzw. P . (Was gemeint ist, wird aus dem Kontext ersichtlich werden.)
Eine symmetrische Matrix P heifst positiv definit, falls

' Py = (Px,z) >0 fiir alle z € R™\{0}.
Analog heifst eine hermitesche Matrix P positiv definit, falls

7! Pr = (Px,x) >0 fiir alle 2 € C™\{0}.

Wir erinnern an folgende Eigenschaften symmetrischer und hermitescher Ma-
trizen P:

(1) Alle Eigenwerte von P sind reell.
(2) Eigenrdume zu verschiedenen Eigenwerten stehen senkrecht aufeinander.

(3) P ist diagonalisierbar durch eine orthogonale (im reellen Fall) bzw. unitére
Transformation (im komplexen Fall).

(4) P ist positiv definit genau dann, wenn alle Eigenwerte von P positiv sind.

Die Idee zur Stabilitdtsanalyse ist nun folgende: Um zu zeigen, dass die Ruhelage
z. = 0 asymptotisch stabil ist, suchen wir eine positiv definite Matrix P, die
eine Gleichung der Form

A*P+ PA=-Q (Lyapunov-Gleichung) (16)

16st mit einer gegebenen positiv definiten Matrix ). Falls es eine Losung P
dieser Gleichung gibt, definieren wir

V(z) :== (Pz,z), V :K"—= Rs,
und stellen fest, dass

d

d
— V(M) = (PeAty, efty)
dt [t=0

" dt =0

= (PAx,z) + (Px, Az)

= (PAx,z) + (A*Pz,x) = (A*P + PA)z, x)
= —(Quz,x).

Der letzte Ausdruck ist stets < 0, falls « # 0. Dies bedeutet, dass die Funktion
V ldngs von Losungen mit Anfangswerten x # 0 streng monoton fillt. Zudem

6 PT ist die transponierte Matrix, die aus P durch Vertauschen der Zeilen mit den Spalten
entsteht, also PT = (pj;), falls P = (p;;).
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hat die Funktion V bei z, = 0 ihr globales Minimum. Dies deutet darauf hin,
dass asymptotische Stabilitdt vorliegt.

Wir nennen eine Funktion V' wie oben eine quadratische Lyapunov-Funktion.
Spéter werden wir eine allgemeinere Definition von Lyapunov-Funktionen geben.

Geometrische Interpretation: Wir suchen ein Skalarprodukt auf K"m so dass
die Losungen der Differentialgleichung in der davon induzierten Norm streng
monoton fallen (und deshalb gegen die triviale Ruhelage konvergieren).

3.5 Lemma: Hat die Lyapunov-Gleichung zu einer Matrix () mit () = Q*
eine Losung P € K"*"™, 50 ist auch %(P—l—P*) eine Losung. Hat sie eine eindeutige
Losung P, so gilt P = P*.

Beweis: Ist P eine Lésung, so folgt
A*(P+P*)+ (P+P")A=(A"P+ PA)+ (A*P* + P*A)
=—-Q+ (PA+A*P)" =-Q+ (—Q)" = —2Q.

Daraus folgt die erste Behauptung. Ist die Losung P eindeutig, so muss also
3(P+ P*) = P gelten. Daraus folgt P* = (P + P*)* = (P*+P) = P. O

3.6 Lemma: Sei P € K"*™ eine Matrix mit P = P*. Dann gibt es eine Kon-
stante ¢ > 0, so dass

—c||z||* < (Pz,z) < c||z|* fiir alle z € K".

Beweis: Wir betrachten die auf der kompakten Menge S; := {y € K" : |ly|| =
1} definierte stetige Funktion h(y) := (Py,y). Zunichst iiberlegen wir uns, dass
im Fall K = C diese Funktion nur reelle Werte annimmt, denn

(Py,y) =y " Py=y"Py=(y' Py)" =y" Py = (Py,y).

Nun definieren wir cpin := mingeg, A(y) und cmax = maxyecg, h(y), wobei wir
verwenden dass stetige Funktionen auf kompakten Mengen ein Minimum und
ein Maximum annehmen. Wir definieren ¢ := max{c¢max, —Cmin }- ISt Cmax < 0,
50 gilt —Cmin > —Cmax > 0, woraus folgt, dass ¢ > 0. Ist ¢ = 0, so gilt h(y) =0

fiir alle y € S; und wir ersetzen ¢ durch ¢ + 1 (wie man sich leicht {iberlegt,
kann das nur der Fall sein, wenn P = 0). Dann gilt fiir jedes € K", dass

T x xT
(Pz,2) = lal*(Prr, ) = [2lPA(5—) € [eminll2]®, cmaxllz]®]-
[l [l ]

Daraus folgt
(Pz,z) < cmaxl|z]® < cllz|® und (Pz,z) > cminlla|® > —c|z]?,

womit das Lemma bewiesen ist. O

"Beachte, dass (z,y)p := (Pz,y) im reellen Fall ein Skalarprodukt ist, denn diese Funktion
ist bilinear, positiv definit (d.h. (z,z)p > 0 fiir x # 0) und symmetrisch, da (z,y)p =
(Pz,y) = (x, PTy) = (z, Py) = (Py,z) = (y, ) p-
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3.7 Bemerkung: Das obige Lemma gilt sogar fiir beliebige Matrizen P (ohne
die Bedingung, dass P = P*), denn fiir jede Matrix P € K"*™ gilt
1 1

(Px,z) = §<Px,m> + §<Px, x)

1 1 1

und die Matrix R := (P + P*) erfiillt R* = R.

Nun koénnen wir die asymptotische Stabilitit mit Hilfe von quadratischen
Lyapunov-Funktionen charakterisieren.

3.8 Satz: Die Ruhelage z. = 0 ist genau dann asymptotisch stabil, wenn die
Lyapunov-Gleichung fiir eine beliebige, aber fest gewéhlte positiv definite
Matrix @) eine (sogar eindeutige) positiv definite Lésung P hat.

Beweis: ,,< “ Falls eine positive definite Losung P existiert, betrachten wir
V(z) := (Px,x). Wie oben zeigen wir, dass

d
gV(eAtx) = —(Qez, M) = —[le?z||f < —Blle? x| B = —BV (eMa),

wobei wir verwenden dass je zwei Normen auf K™ dquivalent zueinander sind.
Wir zeigen nun zundchst, dass daraus die Ungleichung

V(etz) <e PV (z), Vt>0, (17)

folgt. Dies ist offensichtlich fiir ¢ = 0 erfiillt. Wir nehmen nun an, es gébe ein
to > 0, so dass
V(et2g) > e P2V (). (18)

Dann gibt es aus Stetigkeitsgriinden ein ¢; € [0, t3) mit
V(e = e_ﬁth(x)

und

V(etz) > e PV () fiir alle t € (t1,1o]. (19)
Es folgt
% (V(etz) —e PV (z)) < -V (eMz) + Be PV (2)

(L9)
= —B(V(eMtz) — e PV (1)) 2 0, Vte [ty,ts].
Der Mittelwertsatzﬂ liefert ein ¢ € [t, 2] mit
V(eAtzm) — e*ﬂbV(x) < V(eAtlx) — e*B“V(:c)

+ (t2 — tl)%‘tzf(V(eAtx) — e PV (2)).

8Erinnerung: Der Mittelwertsatz besagt, dass fiir eine auf einem Intervall [a,b] definierte
stetige und auf (a,b) differenzierbare Funktion f : [a,b] — R ein £ € (a, b) existiert, so dass

f() = f(a) = f(§)(b — a) gilt.
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Nun folgt aber

V(eAtlx) — e*ﬁth(m) +(ta — tl)%ﬁzg(v(emx) - eiﬁtv(w)) <0

=0
und damit, im Widerspruch zu (18),
V(ett2z) < e P2y (z).

Wir erhalten folglich

le?tz||? < const - etz < const - e Pt|z||% < const - e P x||2.

Hieraus folgt nach Wurzelziehen mit Satz [3.2] die asymptotische Stabilitét.

»= “ Nun miissen wir umgekehrt zeigen, dass aus der asymptotischen Stabilitdt
der Ruhelage x, = 0 die Existenz einer Lésung der Lyapunov-Gleichung

A*P+PA=—Q

folgt, wobei die positive definite Matrix @ beliebig vorgegeben ist. Wir diir-
fen dabei annehmen, dass A in Jordan-Normalform gegeben ist, denn fiir
A = C_1A~C sieht man leicht, dass P genau dann die Lyapunov-Gleichung
16st, wenn P = C*PC fiir Q = C*QC die Gleichung

APy Pi=—0

16st (nachrechnen!). Dann ist A also von der Form

(651 *
(&%) *
A= ,
Anp_1 *
an
wobei aq,...,a, gerade die Eigenwerte von A sind. Schreibt man die Spalten

von P untereinander in einen Spaltenvektor p € K" und macht das Gleiche fiir
die Matrix @ und einen Vektor ¢, so ist die Lyapunov-Gleichung dquivalent zu

Ap=q
mit einer geeigneten Matrix A € K" *"* Durch Nachrechnen sieht man, dass A
eine untere Dreiecksmatrix mit den Eintragen a; +aj, @1+ ao, ..., 01 +ap, o+
ai,..., 0, +a, auf der Diagonalen ist (siche Ubungsaufgabe 3 auf Blatt 4). Wir
wissen aus der Linearen Algebra, dass eine untere Dreiecksmatrix genau dann
invertierbar ist, wenn die Diagonaleintréige alle verschieden von Null sind. Da

alle «; negativen Realteil haben, sind die Summen @; + «; alle ungleich Null.
Deshalb gibt es eine eindeutige Losung des Gleichungssystems Ap = ¢, namlich
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p = A‘lq. Nach Lemma gilt P = P*. Es bleibt zu zeigen, dass P positiv
definit ist, falls @@ positiv definit ist.

Wir machen die Widerspruchsannahme, dass P nicht positiv definit ist und
betrachten V(z) := (Px,x). Dann gibt es ein zg € K™ mit 29 # 0 und V(zo) =
(Pxg,z0) < 0. Da e fiir alle ¢ invertierbar ist, folgt e“*xy # 0 fiir alle ¢t > 0.
Wir machen uns klar, dass

il Aty
dt|t:0V(e z) = —(Qz,x) <0.

Daraus folgt, dass t — V (ez) (fiir jedes z # 0) streng monoton fillt. Insbe-
sondere existiert ein ¢ > 0 mit V(e?txy) < —c fiir alle t > 1. Aus Lemma
folgt die Existenz einer Konstanten ¢ > 0, so dass

eAtaol|? > —¢- V(exo) > éc >0, Vt>1.

Also konvergiert etz nicht gegen die Ruhelage . = 0 im Widerspruch zur
asymptotischen Stabilitéat. Folglich ist P positiv definit. O

3.9 Beispiel: Wir betrachten die lineare Differentialgleichung

o [-1 o0
T = _2 _5 xX.
A

Da die Matrix A eine untere Dreiecksmatrix ist, stehen die Eigenwerte auf der
Diagonalen. Wir sehen daher sofort, dass die triviale Ruhelage des Systems nach
dem Eigenwertkriterium aus Satz asymptotisch stabil ist. Wir wollen nun
eine Losung der zugehorigen Lyapunov-Gleichung finden, die hier fiir @ = I
folgendermafien aussieht:

-1 -2 P11 P12 4 P11 P12 -1 0 _ -1 0
0 =5 P12 P22 P12 P22 -2 =5 0 -1 |-
Es handelt sich offenbar um ein lineares Gleichungssystem in den Variablen
P11, P12, P22. Wir schreiben dieses zunéchst in der vertrauten Form:

-2 —4 0 P11 -1
0 —6 —2 P12 = 0
0 0 —10 D22 -1

Wir kénnen das Gleichungssystem nun mit Hilfe eines Standardverfahrens un-
serer Wahl 16sen und erhalten

17

P11 30
_ 1

P12 = —30
1

D22 10
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Die eindeutige Losung der Lyapunov-Gleichung Losung ist also

17 _ 1
[ § 3]
30 10

O

Es bleibt die Frage, ob man mit Hilfe von Lyapunov-Funktionen auch die Sta-
bilitdt der trivialen Ruhelage charakterisieren kann. Dazu erinnern wir daran,
dass eine Matrix P mit P = P* positiv semi-definit heifst, falls

(Px,z) >0 fiir alle z € K".
Nun betrachten wir die Lyapunov-Gleichung
A*P+ PA=-Q

mit einer positiv semi-definiten Matrix ¢ und suchen aber weiterhin nach einer
positiv definiten Losung P. Existiert eine solche Losung P, so folgt wie oben
d At At At
aV(e x) = —(Qe™x, ey <0
fiir beliebige z € K" und ¢ € R, woraus V (e4*x) < V(z) fiir alle ¢ > 0 folgt. Dies
impliziert die Stabilitdt, denn unter Verwendung der Aquivalenz von Normen
auf K" gilt

|eAtz||? < const - V (e?z) < const - V(x) < const - ||z]|2.

Die Umkehrung ist nicht so einfach wie im Fall der asymptotischen Stabilitét.
Wir diirfen wieder annehmen, dass A in (komplexer) Jordan-Normalform ge-
geben ist. Unter der Annahme der Stabilitit kénnen wir die dann A in einen
asymptotisch stabilen und einen nur stabilen Teil aufspalten, d.h.

T4 o0
et

wobei die Eigenwerte von A; alle Realteil < 0 haben und A eine Diagonalmatrix
mit Eigenwerten auf der imagindren Achse ist. (Hier verwenden wir Satz
der u.a. besagt, dass es zu Eigenwerten mit verschwindendem Realteil keine
nichttrivialen Jordanblocke gibt.) Sei A; € K™ *™ und As; € K"2*"2 wobei
ny + no = n. Ist dann Q; € K™ *™ e¢ine beliebige positiv definite Matrix, so
finden wir nach Satz[3.8eine eindeutige positiv definite Losung P; der Gleichung

ATPL+ P A = —Q.

Definieren wir deshalb P € K™*" durch

Py 0
P .= ,
|: O I’ILQXTLQ :|
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so gilt P = P* und

wepepac[ 4 S[m 0 Lm0 Jfa 0]

0 A3 0 Inyxny 0 Tnyxn, 0 A
[ 4P+ P4 0 _[-@ 0]
- 0 Aj+A |~ | 0 o™

wobei wir verwendet haben, dass A% = A, und dass alle Eintrige von As rein
imagindre Zahlen sind. Da @) positiv semi-definit ist, haben wir folgenden Satz
bewiesen:

3.10 Satz: Existiert eine positiv definite Losung der Lyapunov-Gleichung
fiir eine positiv semi-definite Matrix @, so ist die Ruhelage x,. = 0 stabil. Ist
umgekehrt x, = 0 stabil, so gibt es eine positiv semi-definite Matrix ), so dass
die zugehdrige Lyapunov-Gleichung eine positiv definite Losung P hat.

4 Stabilitiat nichtlinearer Differentialgleichungen

Bevor wir zur Behandlung linearer Kontrollsysteme kommen, betrachten wir
nun nichtlineare Differentialgleichungen der Form

&= f(x), (20)

wobei f : D — R" eine auf einer offenen Menge D C R" definierte lokal
Lipschitz-stetige Funktionﬂ ist. (Der Einfachheit halber betrachten wir ab jetzt
nur noch den Fall K = R.)

Der Satz von Picard-Lindelof aus der Theorie der gewohnlichen Differentialglei-
chungen garantiert, dass zu jedem zugehorigen Anfangswertproblem

&= f(z), «(0)=xz9€D

eine eindeutige lokale Losung A\ : I — D existiert, wobei I C R ein offenes
Intervall mit 0 € I ist@ Eine solche Losung kann stets auf ein maximales
(offenes) Existenzintervall Iyax(xo) mit I C Inax(zo) fortgesetzt werden. Wir
bezeichnen die so fortgesetzte Losung mit o (t;2g), t € Imax(z0).

Eine Ruhelage (oder ein Gleichgewicht, Fizpunkt, Equilibrium) von ist ein
xx € D mit f(z.) = 0. Die zugehorige Losung ist fiir alle ¢ € R definiert und
erfillt p(t;x.) = x4, t € R, denn diese konstante Funktion 16st offensichtlich
das Anfangswertproblem & = f(x), £(0) = z.

Wir wollen nun wieder die Stabilitdt von Ruhelagen analysieren (Motivation:
invertiertes Pendel). Dazu verallgemeinern wir zunéchst die Stabilitatsbegriffe
des vorherigen Abschnitts.

9Fine Funktion f: D — R™ ist lokal Lipschitz-stetig, falls zu jedem x € D eine Umgebung
U C D von z und eine Konstante Ly > 0 existieren mit || f(y) — f(2)]| < Lylly — z|| fiir alle
y,z€ U.

10Zur Wiederholung: Eine Lésung der Differentialgleichung & = f(x) ist eine differenzierbare
Funktion A : I — D, definiert auf einem Intervall I C R, so dass A(¢t) = f(A(t)) fiir alle ¢t € I.
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4.1 Definition: Eine Ruhelage x. € D der Differentialgleichung heifst

(i) stabil, falls zu jedem £ > 0 ein 6 > 0 existiert, so dass aus ||z — .|| <
und z € D folgt, dass die Losung ¢(t;x) fiir alle t > 0 definiert ist und
llo(t; ) — x| < e fiir alle t > 0 erfiillt.

(ii) attraktiv, falls es ein v > 0 gibt, so dass aus ||z — x.|| < v und x € D
folgt, dass die Losung (t; x) fiir alle t > 0 definiert ist mit

Jim o(t;7) = ..

(iii) asymptotisch stabil, falls sie stabil und attraktiv ist.

(iv) instabil, falls sie nicht stabil ist.

4.2 Bemerkung: Diese Definition lasst sich leicht von Ruhelagen auf beliebige
Losungen, die auf [0, c0) existieren, verallgemeinern.

Wir werden wieder zwei Methoden zur Untersuchung der Stabilitét vorstellen.
Zunichst verallgemeinern wir die zweite Methode, die wir fiir lineare Systeme
verwendet haben.

4.3 Definition: Seix. eine Ruhelage der Differentialgleichung und D ¢ D
eine offene Umgebung von .. Eine C'-Funktion V : D — R heifit Lyapunov-
Funktion (bzgl. x.), falls sie folgende Eigenschaften hat:

(i) Fir alle z € D gilt V(z) > 0 und V() = 0 genau dann, wenn x = ..
(ii) Fiir alle x € D mit = # . gi]
VV(z)- f(z) <0. (21)

Falls an Stelle von gilt, dass

VV(x)- f(z) <0, VreD,
so heift V schwache Lyapunov-Funktion (bzgl. x.),

4.4 Bemerkung: Die Notation VV(x) in obiger Definition steht fiir den Gra-
dienten der Funktion V' an der Stelle z, d.h. fiir den Zeilenvektor

)% )%
Wir fithren zudem die Notation

V(z) :=VV(x)- f(z)

HBeachte: VV(z) - f(z) ist ein Skalarprodukt (,,Zeile mal Spalte®).
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ein. Dass diese Notation sinnvoll ist, ergibt sich aus der Identitat

d

VV(x)- f(z) = o

V(p(t;x)),

die man mit Hilfe der Kettenregel der Differentialrechnung einsieht.

4.5 Beispiel: Wir betrachten die triviale Ruhelage z, = 0 einer linearen Dif-
ferentialgleichung
&= Ax, xz€R™

Ist x, asymptotisch stabil, so ist die mit Hilfe der Losung der Lyapunov-
Gleichung
AP+ PA=—-@Q (Q positiv definit)

definierte Funktion V(z) := (Pz,z) eine auf ganz R™ definierte Lyapunov-
Funktion, denn sie ist offensichtlich stetig differenzierbar, sie erfiillt V(x) > 0
mit Gleichheit nur im Fall z = 0 und es gilt nach der Kettenregel fiir Ableitun-
gen, dass

d

Ap = —
VV(z)- Ax T

V(etzs) = —(Qz,z) <0 fiir alle z # 0.

Ist @ nur positiv semi-definit, so ist V' eine schwache Lyapunov-Funktion. Wir
nennen eine (schwache) Lyapunov-Funktion der Form V(z) = (Px,x) auch
(schwache) quadratische Lyapunov-Funktion.

4.6 Satz: Sei x,. € D eine Ruhelage der Differentialgleichung . Dann gilt:

(i) Falls eine schwache Lyapunov-Funktion existiert, ist x, stabil.
(ii) Falls eine Lyapunov-Funktion existiert, ist x, asymptotisch stabil.

Beweis: Wird aus Zeitgriinden ausgelassen. O

Setzen wir zusétzlich voraus, dass die rechte Seite f stetig differenzierbar auf
D ist, so konnen wir die asymptotische Stabilitdt oft durch Betrachtung der
Linearisierung bei z, nachweisen. Dies ist die lineare Differentialgleichung

z2=Az, A:=Df(z.), (22)
wobei D f(z,) die Jacobi-Matrix von f im Punkt x, ist, also die Matrix

Df(e) = |52 o)

1<ij<n

Dabei sind f; : D = R, i =1,...,n, die Komponentenfunktionen von f.

Nun beweisen wir den Linearisierungssatz:
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4.7 Satz: Sei f : D — R" stetig differenzierbar und z, € D eine Ruhelage
von . Dann gilt: Ist die triviale Ruhelage der linearen Differentialgleichung
(22) asymptotisch stabil, so ist die Ruhelage x, der nichtlinearen Differential-
gleichung ebenfalls asymptotisch stabil.

Beweis: Wir nehmen an, dass die Linearisierung asymptotisch stabil ist.
O.B.d.A. sei z, = 0. (Ansonsten betrachten wir die Differentialgleichung & =
f(z+x,), deren Losungen gegeben sind durch ¢ (t; z) = p(t; x+x.) —x..) Nach
Satz existiert dann eine quadratische Lyapunov-Funktion V(z) = (Pz,z)
fiir die Linearisierung, wobei P die Losung der Lyapunov-Gleichung fiir ein
positiv definites @ ist. Da f differenzierbar ist, gilt

f(@) = f(z.) + Df(z)(z — 2.) +r(2) = Az + r(z)

mit einer Funktion r(-), so dass r(x)/||z| — 0 fiir z — 0. Es gilt

d
= &uzov((p(t;x))

— S oo Potti) Plti2)
= (Pf(z),2) + (P, f(zx))
= (PAx,z) + (Pr(z),z) + (Pz, Az) + (Pz,r(z))

= —(Qz,z) +2(Pr(z),z).

VV(z)- f(x)

Der erste Ausdruck lisst sich wegen der Aquivalenz von Normen nach oben
abschiitzen durch —c||z|? fiir eine Konstante ¢ > 0. Wegen der Konvergenz
r(x)/||z|]| — 0 fiir x — 0 finden wir zu jedem ¢ > 0 ein § > 0, so dass (unter
Verwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung)

r(z) =

(Pr(z),z) = ||z <Pm7 Tzl

) <l Plle
fiir alle x € D mit ||z|| < J. Insbesondere finden wir ein 6 > 0, so dass aus
lz]| < o folgt (wihle § = d(¢) fiir € = ¢/(4]| P||)), dass

YV (@) (@) < =5 2l

Die Funktion V, eingeschriinkt auf D := D N B(;(O) ist dann eine Lyapunov-
Funktion, denn sie ist stetig differenzierbar, erfiillt V(z) > 0 fiir x € D\{0} und

VV(z)- f(z) < 0 fiir z € D\{0}. Nach Satz ist x, also asymptotisch stabil.
O

Aus den Sitzen und 3.2 ergibt sich nun folgendes Korollar:
4.8 Korollar: Sei f : D — R" stetig differenzierbar, ., € D eine Ruhelage

von & = f(z) und A := Df(z.). Dann ist jede der folgenden Bedingungen
hinreichend fiir die asymptotische Stabilitit von x,:

12B,(0) := {z € R" : ||| < 6}
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(i) Alle Eigenwerte von A haben negativen Realteil.

(ii) Es existierten Konstanten M > 1 und 8 > 0 mit |[e**z| < Me=P!||z|| fiir
alle x € R™ und t > 0.

(iii) Es existiert eine positiv definite Losung P der Lyapunov-Gleichung
A*P+ PA=-Q
fiir eine (und damit fiir alle) positiv definiten Matrizen Q.

Das folgende simple Beispiel zeigt, dass (i) die reine Stabilitdt der Linearisierung
nicht die Stabilitdt der Ruhelage des nichtlinearen Systems impliziert und (ii)
die Umkehrung von Satz [4.7] nicht gilt.

4.9 Beispiel: Wir betrachten die skalare Differentialgleichung
&= a3 (23)

Offensichlich liegt bei z, = 0 eine Ruhelage vor. Die Linearisierung in dieser
Ruhelage ist gegeben durch

2=0
und hat folglich eine stabile triviale Ruhelage. Da die Werte der Funktion
f(x) := 23 jedoch fiir z > 0 positiv und fiir z < 0 negativ sind, entfernen sich

alle Losungen der nichtlinearen Gleichung von der Ruhelage und streben
gegen +o0o bzw. —oo.

z, =0
Abbildung 2: Phasenportrait der Differentialgleichung & = 2.

Wenn wir die rechte Seite 23 durch —z2 ersetzen, so ist die Ruhelage z, = 0
asymptotisch stabil, aber an der Linearisierung &ndert sich nichts. Insbesondere
sehen wir daran, dass die Kriterien in Korollar nur hinreichend, aber nicht
notwendig sind. O

Nun betrachten wir ein Beispiel einer nicht-quadratischen Lyapunov-Funktion.

4.10 Beispiel: Wir betrachten die nichtlineare Differentialgleichung
T, = —2x1 + 21‘[21, To = —Xo
mit rechter Seite

flay,@e) = (—221 + 2:173, —x9), f: R2? — R
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Offensichtlich ist (z1,22) = (0,0) eine Ruhelage. Wir definieren
V(z1,z2) = 622 + 1222 + 4125 + 25

und weisen nach, dass es sich dabei um eine (in einer Umgebung von (0,0) de-
finierte) Lyapunov-Funktion handelt. Offensichtlich ist V' stetig differenzierbar
und es gilt V(0,0) = 0. Der Gradient von V ergibt sich zu

VV (x1,29) =4 [31‘1 + a:%, 620 + 4z 25 + 2x;] .

Damit erhélt man

—2x1 + 273

V(l‘l,.’lfg) =4 [3.’1?1 —+ $§76x2 —+ 4:1;11'3 + ng] . |: iy

} = —24(z? + 23).

Dieser Ausdruck ist < 0 fiir alle (x1,22) # (0,0). Auerdem gilt VV(0,0) =
(0,0) und die Hesse-Matrix'?| von V bei (0,0) ist [ g 2
nit. Damit ist (0,0) ein striktes lokales Minimum von V und es folgt, dass die
Einschrankung von V auf eine klein genug gewéhlte Umgebung von (0, 0) eine
Lyapunov-Funktion ist. O

, also positiv defi-

Ein grofser Vorteil der Verwendung von Lyapunov-Funktionen gegeniiber der
Eigenwertanalyse besteht darin, dass man beim Vorliegen einer Lyapunov-
Funktion etwas iiber die Menge

Ax,) == {:13 eD : tliglo ot x) = x*}

aussagen kann, die wir auch den FEinzugsbereich der Ruhelage z, nennen.
Der Einzugsbereich enthilt ndmlich stets den gesamten Definitionsbereich der
Lyapunov-Funktion (Beweis: Ubungsaufgabe). Ist der Einzugsbereich A(z.)
identisch mit dem Definitionsbereich D der rechten Seite, so nennen wir die
Ruhelage =, auch global asymptotisch stabil. Im Falle einer linearen Differenti-
algleichung ist dies stets der Fall.

5 Lineare Kontrollsysteme

Ein lineares Kontrollsystem (oder lineares Regelungssystem) ist gegeben durch
eine Familie von linearen inhomogenen Differentialgleichungen der Form

(1) = Az(t) + Bu(t), (24)

wobei A € R"*" B € R™"™ und u(-) eine Funktion ist, die wir in die rech-
te Seite einsetzen diirfen, um das Verhalten des Losungen zu verdndern. Diese

82V

13Das ist die symmetrische Matrix (h;;) mit Eintrigen h;j = 592 —.
10T
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Funktion wird als Steuerung oder Kontrolle interpretiert, und sie parametri-
siert die gegebene Familie von Differentialgleichungen. Wir nennen u(-) auch
Kontrollfunktion (andere Bezeichnung: Eingang).

Bevor wir beginnen, die Eigenschaften linearer Kontrollsysteme zu analysie-
ren, miissen wir uns Gedanken dariiber machen, welche Funktionen u(-) wir als
Kontrollfunktionen verwenden wollen und diirfen. Klar ist, dass wir (aus rein
mathematischen Griinden) beliebige stetige Funktionen u : Ry — R™ verwen-
den diirfen, denn die ,Variation der Konstanten‘-Formel (siehe Satz liefert
uns dann eindeutige Losungen, die durch

t
o(t; zg,u) = ettag +/ A=) Bu(s)ds, t>0, (25)
0

gegeben sind. Nun ist es so, dass man die Steuerung auch instantan &ndern
mochte (,Schalten®), d.h. man mochte Spriinge bzw. Unstetigkeiten zulassen.
Deshalb erweitern wir die Klasse der stetigen Kontrollfunktionen zur Klasse der
stickweise stetigen Kontrollfunktionen. Das sind alle Funktionen u : Ry — R™,
fiir die es eine Zerlegung von Ry = [0, o0) in Teilintervalle gibt (endlich viele auf
beschrénkten Intervallen), so dass u auf dem Inneren von jedem dieser Teilinter-
valle stetig ist. Man macht sich leicht klar, dass fiir solche Funktionen die Formel
immer noch Sinn ergibt, da der Integrand nur an endlich vielen Stellen un-
stetig ist. Die Losungen o(-; xg,u) sind dann an den Stellen, wo u unstetig ist,
nicht mehr notwendigerweise differenzierbar. Dennoch kann man zeigen, dass
die so (d.h. durch (25))) definierten Losungen eindeutig sind. (Man setzt ja nur
Losungen von Differentialgleichungen mit stetiger rechter Seite zusammen.)

x1 = ¢(t1; To, Uo) x3 = @(ts; 2, us)
x3 = @(t1 + to + t3; 20, uouU1U2)

Z 29 = @(ta; 1, u1)

Abbildung 3: Zusammensetzen von Losungskurven.

Im Folgenden sei die Menge aller zuléssigen Kontrollfunktionen fiir das lineare
Kontrollsystem also stets gegeben durch

U:=PCRL,R™) :={u: Ry - R™ : u stiickweise stetig}.
Wir fiihren nun einige grundlegende Begriffe ein.

5.1 Definition: Seien x,y € R™ und t > 0. Dann heifst y erreichbar von x
in Zeit t, falls ein u € U existiert mit

y = o(t;z,u).
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Wir sagen in diesem Fall auch, dass x nach y kontrolliert (oder gesteuert)
werden kann. Fiir alle x € R™ und t > 0 definieren wir die Menge

Ri(z) :={yeR" : Jueld mity=p(t;z,u)}

der von x aus in der Zeit t erreichbaren Zustédnde. Das lineare Kontrollsystem
heifst (vollstédndig) kontrollierbar, falls fiir beliebige x,y € R™ gilt, dass
y von x erreichbar ist, d.h. y € R(zx) fiir ein t > 0.

5.2 Bemerkung: In der obigen Definition verwenden wir den Begriff ,,Zustand®
dquivalent zu ,,Punkt aus dem R™“. Wir interpretieren die Punkte im R"™ also als
die moglichen Zusténde, die das lineare Kontrollsystem einnehmen kann.
Deshalb nennen wir den R™ auch den Zustandsraum des Systems .

Es ist leicht einzusehen, dass man Funktionen aus U (komponentenweise) ad-
dieren und mit Skalaren multiplizieren kann ohne die Menge U zu VerlassenlEI
Das heift, I ist ein reeller Vektorraum mit diesen Operationen (Ubungsaufgabe
1 auf Blatt 6).

5.3 Lemma: Die Abbildung ¢ : Ry x R™ x U — R", (t,z,u) — @(t;z,u), hat
folgende Eigenschaften:

(i) Fiir jedes t > 0 ist folgende Abbildung linear:

(z,u) = p(t;z,u), R"xU —R™
(ii) Fiir allet,s >0, z € R" und u € U gilt

(P(t+5§xau) = @(t;¢(s;zvu)vu('+5))a (26)

wobei u(- 4+ s) € U die durch t — u(t + s) definierte Kontrollfunktion ist.

Beweis: (i) Fiir beliebige (z,u), (y,v) € R" x Y und « € R gilt

t
otz + ay,u+ av) = e (z + ay) + / A=) B(u(s) 4+ av(s))ds
0

¢ ¢
= ey 4 / %) Bu(s)ds + (eAty + / eA(t_s)Bv(s)ds)
0 0

= ¢(t; ,u) + ap(t;y, v),
womit die Linearitdt von o(¢;-,-) bewiesen ist.

(ii) Es ist klar, dass u(- + s) € U fiir beliebige u € U und s > 0 (siche Ubungs-
aufgabe 1 auf Blatt 6). Wir beweisen die Identitét (26]), indem wir zeigen, dass
beide Seiten dasselbe Anfangswertproblem 16sen, ndmlich

#(t) = Ax(t) + Bu(s +1),  2(0) = ¢(s;7,u).

My 4+ 0)(t) == u(t) + v(t), (au)(t) := au(t) fir u,v €U, a € R.
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Dazu seien A(t) := p(t+s;x,u) und p(t) := o(t; (s;z,u), u(-+5)), A, p: Ry —
R™. An allen Stellen ¢, wo A differenzierbar ist, folgt mit der Kettenregel

At) = AN(t) + Bu(t + s).

Ebenso gilt
L(t) = Ap(t) + Bu(t + s).

Da zudem A(0) = p(0) = o(s;z,u), folgt wegen der Eindeutigkeit von
Losungen. (]

5.1 Kontrollierbarkeit

Ein wichtiges Hilfsmittel zur Untersuchung der Kontrollierbarkeitseigenschaf-
ten des linearen Kontrollsystems ist die sogenannte Kalman-Matriz oder
Kontrollierbarkeitsmatriz, die folgendermafsen aus A und B gebildet wird:

R[A, B] := [B|AB|A%B|---|A" "' B] ¢ R™"™,

Das heifst R[A, B] entsteht, indem wir zuerst die Spalten der Matrix B, dann
rechts davon die von AB, die von A2B usw. bis A~ B aufschreiben.

5.4 Lemma: Fiir jedes ¢t > 0 ist R.(0) ein Untervektorraum von R™ und es gilt
R.(0) C Rs(0) fiir t < s.

Beweis: Sind z,y € R;(0) und a € R, so existieren u,v € Y mit p(¢;0,u) = x
und ¢(t;0,v) =y, woraus mit Lemma (1) folgt, dass

P(t;0;u+ av) = ¢(t;0,u) + ap(t; 0,v) = z + ay,

und damit x + ay € R¢(0). Also ist R;(0) ein Untervektorraum.
Ist t < s, so gilt R¢(0) C Rs(0), denn aus x = ¢(t;0,u) folgt mit

0 fiir alle 7 € [0, s — ]
v(1):=% u(r—s+t) firallet € (s—t,s]
0 fiir alle 7 > s

unter Verwendung von Lemma ii), dass

©(5;0,v) = p((s — 1) +;0,v) = p(t; (s — t;0,v),v(- + s — 1))
= p(t;p(s = ;0,0),u) = ¢(t;0,u) = =,

(Idee: Bleibe zuerst im Punkt 0 bis zur Zeit s — ¢ stehen durch Anwendung
keiner Steuerung und schalte dann auf die Steuerung u um.) O

5.5 Satz: Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) Es existiert ein t > 0 mit R;(0) = R™.
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(ii) Fiir alle t > 0 gilt R+(0) = R™.
(iii) Es gilt die Kalman-Rangbedingung
rgR[A, B] = 1g [B|AB|A®B|---|A"'B] =n,
d.h. die Matrix R[A, B] hat maximalen Rang.

Beweis: Es sei (A|im B) der kleinste A-invariante Untervektorraum von R, der
das Bild der Matrix B enthélt, d.h. A(A|im B) C (A|im B), im B C (A]im B)
und jeder echte Untervektorraum U C (A|im B) hat eine dieser beiden Eigen-
schaften nicht. Wir konnen (A|im B) auch definieren als (A|im B) := (), U
wobei der Schnitt {iber alle A-invarianten Untervektorrdume U gebildet wird,

die im B enthalten. Dass (A|im B) # () ergibt sich daraus, dass U = R™ ein
solcher Untervektorraum ist. Wir zeigen nun, dass

(AlimB) =im B + AimB+ A*im B+ ---+ A" 'im B. (27)

Der Untervektorraum auf der rechten Seite enthélt im B und ist A-invariant,
denn

A(mB+ Aim B+ A*’im B + --- + A" 'im B)
=AimB+ A’imB+---+ A"im B
und A" ist nach dem Satz von Caley—HamiltorE eine Linearkombination der

Potenzen AY, A',... A"~ Andererseits muss jeder A-invariante Untervektor-
raum, der im B enthilt, natiirlich auch

imB+ AimB+ A2imB+---+ A" 'im B

enthalten. Damit ist gezeigt.
Ist @ = p(t;0,u) € R(0) fiir ein ¢t > 0, so gilt fiir jedes s > 0, dass

oo
Alt=2) By(s) Z% s)¥ A¥Bu(s) € (A|im B),
k=0

wobei wir wieder den Satz von Caley-Hamilton verwenden und zusitzlich die
Tatsache, dass Untervektorrdume von R" topologisch abschlossen sind. Daraus
folgt

¢
=(t;0,u) = / et~ Bu(s)ds € (A]im B),
0

was sich aus der Definition des Integrals als Grenzwert von Ober- oder Unter-
summen ergibt. Folglich gilt

R:(0) C (Alim B) fiir alle t > 0.

15Zur Erinnerung: Der Satz von Caley-Hamilton besagt, dass x4(A) = 0, wobei x4 das
charakteristische Polynom von A ist. Das heifit, ist x4(A\) = A + a1 A"~ +- -+ an—1 A+ ap,
so gilt A” = —(c1 A" 1+ Fan_1A+ apl).
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Wir zeigen nun, dass auch die umgekehrte Inklusion gilt. Dazu definieren wir
fiir jedes t > 0 die Matrix

t
W (t) ::/ eA*BBTeA 5ds € R™X™
0

und beweisen, dass (A|im B) C im W (t), oder fquivalent dazu, [im W (¢)]* C
(A]im B)* fiir die orthogonalen Komplemente. Ist = € [im W (t)]*, so gilt
t

0= xTW(t)x = / 2TeAs BBTeA s 2ds
0

¢ ¢
= / (BTeATSx)T . (BTeATSx)ds = / HBTeATSm||2ds.
0 0

Da der Integrand stetig und an jeder Stelle s € [0,¢] nichtnegativ ist, folgt

BTeA sy =0 fiir alle s € [0,t]. Sukzessives Ableiten nach s und Auswerten der
Ableitungen in s = 0 ergibt

BT(ATYrx =0, k>1,

denn
dk

dsk
Ist nun y = A¥Bz fiir ein z € R™ und ein k € N, so folgt

BTeA sy — BT(AT)keATSx.

(y,x) = (AFBz,z) = (A*B2)T -0 = 2T BT (AT)*z = 0.
Daraus folgt = € (A|im B)=*. Also haben wir bewiesen, dass
R:(0) = (Alim B) fiir alle ¢ > 0.

Dies beweist insbesondere die Aquivalenz von (i) und (ii).
Um die Aquivalenz dieser beiden Bedinungen zu (iii) zu zeigen, miissen wir
lediglich einsehen, dass

(Alim B) = im R[A, B] = im[B|AB|A?B| - - - |A" ' B].
Dies sieht man daran, dass die Elemente von im R[A, B] offensichtlich genau die
Summen zg + 1 + - - - + Tp_1 mit z; € A*im B sind. O

Folgendes Korollar ergibt sich unmittelbar.

5.6 Korollar: Die Erreichbarkeitsmenge R:(0) ist fiir jedes t > 0 gegeben
durch R,(0) = im[B|AB|A?B|---|A" 'B].

Wir kénnen nun mit Hilfe des obigen Satzes die Kontrollierbarkeit eines linearen

Kontrollsystems charakterisieren, die wir im Folgenden zun#chst formal definie-
remn.
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5.7 Definition: Das lineare Kontrollsystem heifst (vollstdndig) kontrol-
lierbar, falls fiir alle z,y € R™ eine Zeit t > 0 mit y € R:(x) existiert.

5.8 Definition: Das Matrizenpaar (A, B) mit A € R"*™ und B € R™*™ heifit
kontrollierbar, falls die Kalman-Rangbedingung rgR[A, B] = n erfiillt ist.

5.9 Satz: Das System ist kontrollierbar genau dann, wenn (A, B) kontrol-
lierbar ist.

Beweis: Aufgrund der Identitét
t

o(t;z,u) = ete + / A=) Bu(s)ds = ez + o(t;0, 1)
0

ist R¢(x) = etz + R¢(0). Ist also (A, B) kontrollierbar, so folgt aus Satz
dass Ri(z) = R™ fir alle z € R™ und ¢ > 0. Sind nun z,y € R" beliebig
gegeben, so gilt wegen R(z) = R", dass ein u € U existiert mit (t;z,u) = y.
Ist umgekehrt kontrollierbar, so existiert insbesondere zu jedem z € R"™
ein ¢ > 0 mit z € R¢(0). Da R;(0) = im R[A, B] fiir alle ¢ > 0, folgt daraus
im R[A, B] = R™. Also ist die Kalman-Rangbedingung erfiillt und (A, B) ist
kontrollierbar. U

5.10 Beispiel: Wir betrachten ein skalares Kontrollsystem mit skalaren Ein-
géngen, also
%(t) = ax(t) + bu(t)

mit a,b € R. Da n = m = 1, reduziert sich die Kalman-Matrix in diesem Fall
auf die 1 x 1-Matrix [b]. Folglich ist das System genau dann kontrollierbar, wenn
b # 0, wenn man den Zustand z(t) also iiberhaupt durch die Steuerung wu(t)
beeinflussen kann. O

5.11 Beispiel: Wir betrachten das System
atl o -1 1 il 0
a]-E e
[ — ~——
—:A =:B

Die Kalman-Matrix ist gegeben durch
rla.5) = plas) = | ||,

die, wie man unmittelbar sieht, zwei linear unabhingige Spalten und damit
Rang 2 hat. Also ist das System vollsténdig kontrollierbar.

Nun betrachten wir das System
a'vl _ -1 1 T 1
ER B R
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In diesem Fall ist die Kalman-Matrix

R|A, B] = [B|AB] = [ b } .

Da die zweite Spalte ein Vielfaches der ersten ist, hat die Matrix nur Rang 1.
Folglich ist das System nicht vollstdndig kontrollierbar. O

Uns interessiert auch der Fall, dass (A, B) die Kalman-Rangbedingung nicht
erfiillt. Wie der folgende Satz zeigt, konnen wir dann das gegebene System in
einen kontrollierbaren und einen unkontrollierbaren Teil zerlegen. Dazu fiih-
ren wir zunichst eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller Matrizenpaare
(4, B) € R™*™ x R™ "™ ein:

5.12 Definition: Zwei Paare (A, B) und (A’, B’) in R"*™ x R™*™ heifien &hn-
lich, falls eine invertierbare Matrix T € R"*" existiert, so dass

T'AT=A" und T 'B=RH.

5.13 Satz: Sind (A, B) und (A', B') dhnlich, so ist (A, B) genau dann kontrol-
lierbar, wenn (A’, B') kontrollierbar ist.

Beweis: Ubungsaufgabe 1 auf Blatt 7. O

Nun beweisen wir den Satz {iber die Zerlegung eines Systems in einen kontrol-
lierbaren und einen unkontrollierbaren Teil.

5.14 Satz: Fiir alle (A, B) € R™"*™ x R™*"™ existiert eine reelle invertierbare
n X n-Matrix T, so dass

A A B
-1 _ 11 12 1 _ 1
TAT_[O Azz},TB_[O},

wobei (A11, B1) ein kontrollierbares Paar ist. Dabei sind Ay, € R X7 0 <p/ <
n, B, e R" ><m, A22 c R(nfn )X (n—n )

Beweis: Sei n’ := dim(A|im B). Wir wihlen eine Basis {v1,...,v,} von
(A]im B) und ergénzen diese zu einer Basis {v1,...,Up/, U/ 41,...,0,} des R™.
Die Matrix T sei die Matrix mit den Spalten vy, ..., v,, deren Invertierbarkeit
aus der Tatsache folgt, dass {vi,...,v,} eine Basis ist. Wir zeigen zunéchst,
dass T~'AT die gewiinschte Blockstruktur hat. Dazu seien n’ < i < n und
1 <j<n/.Dann gilt

(T7YAT);; = el T ATe; = el T~ Av;.
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Da v; € (A|im B) und (A|im B) A-invariant ist, gilt Av; = Zk 1 agyy fir
gewisse oy € R. Damit folg@

n' ’I'L,
1AT E ae; =1y, = E akeiTek: E aRdir =0,
k=1 k=1

also hat T~'AT die gewiinschte Struktur. Mit n’ < i <nund 1 < j < m gilt
Bej € (Alim B), also Be; = >_;_, axey, fiir gewisse oy, € R und daher

n' n' n'

TT lBej —eTT 120%%—20%6 ek—Zakézk—O
k=1

Folglich hat auch T—! B die gewiinschte Struktur. Da

(TT'AT|T'B) =imT 'B+imT 'AB+... +imT ‘A" 'B
T YAlim B) = (ey,...,€.),

ist das Paar (A11, B1) kontrollierbar. O

Beachte, dass das charakteristische Polynom einer Matrix sich bei einer linearen
Koordinatentransformation nicht verdndert. Es gilt also

XA(A) = XA ()‘)XA22 (A)

Wir nennen y 4,, den kontrollierbaren und x a,, den unkontrollierbaren Teil des
charakteristischen Polynoms von A. (Noch zu zeigen: Diese Zerlegung ist unab-
héngig von der Wahl der Basis {v1, ...,v,}, die wir in obigem Beweis verwendet
haben, siche Ubungsaufgabe 3 auf Blatt 8.) Diejenigen Eigenwerte von A, die
Nullstellen von x 4,, sind, nennen wir kontrollierbare Eigenwerte, diejenigen, die
Nullstellen von y 4,, sind, unkontrollierbare Eigenwerte.

Aus dem Beweis von Satz[5.14] konnen wir folgendes Rezept zur Zerlegung eines
Systems in einen kontrollierbaren und einen unkontrollierbaren Teil ablesen:

1. Schritt: Berechne die Kalman-Matrix R[A, B] = [B|AB|---|A""1B].

2. Schritt: Bestimme den Rang n’ von R[A, B] (zum Beispiel mit Hilfe des Gauf-
Algorithmus).

3. Schritt: Berechne eine Basis {v1,...,v, } von im R[4, B] = (4]|im B) (zum
Beispiel mit dem Gauft-Algorithmus).

4. Schritt: Erginze die Basis aus dem vorherigen Schritt zu einer Basis
{v1,...,v,} des R™ und definiere T := [v1|va| - - - |vy].

5. Schritt: Berechne die Inverse 7! von T.
6. Schritt: Berechne A’ := T~YAT und B’ := T~ 1'B.

16Hier verwenden wir die Beziehung ezTek = (e;,ex) = & fiir die Einheitsvektoren
€1,...,en, wobei §;;, = 1 fiir = k und ;5 = 0 fiir 7 # k.
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7. Schritt: Lese die Matrizen Aq;, A12, Ao und B; von A’ und B’ ab.

Unter Verwendung von Satz kénnen wir noch ein weiteres Kriterium fiir
die Kontrollierbarkeit von (A, B) beweisen, das sogenannte Hautus-Kriterium.

5.15 Satz: Fiir das lineare Kontrollsystem sind dquivalent:

(i) (A, B) ist kontrollierbar.
(ii) rg[Al — A|B] = n fiir alle \ € (CE
(iii) rg[A\I — A|B] = n fiir alle Eigenwerte A € C von A.

Beweis: Die Implikation ,,(ii) = (iii)* ist trivial.

»(iii) = (ii)“: Es sei A kein Eigenwert von A. Dann ist AT — A invertierbar, woraus
rg[A — M |B] > rg[A — M| = n folgt.

»(1) = (ii)*“: Wir nehmen an, dass (i) gilt, aber (ii) nicht und fiihren dies zu einem
Widerspruch. Weil (ii) nicht gilt, existiert ein A € C, so dass rg[A\I — A|B] < n.
Also existiert ein 0 # p € R™ mit p? [\ — A|B] =0, d.h.

pTA=xp? und p'B=0.
Aus der ersten Gleichung folgt p” A¥ = M\p” und damit insgesamt
pTA*B =0 fiir alle k > 0.

Also gilt pT[B|AB| - - - |A"~1B] = 0, woraus rg R[A, B] < n folgt im Widerspruch
zur Kontrollierbarkeit von (4, B).

»(i1) = (i)*: Wir nehmen an, dass (ii) gilt und (i) nicht und fiihren dies zu einem
Widerspruch. Da (i) nicht gilt, existiert nach Satz eine Zerlegung

i1 | A Al = i | B
A=T AT_[ R R - B

mit Ay; € R” ™ und n’ < n. Sei nun X ein Eigenwert von A%, zum Eigenvektor
v. Dann gilt vT (A — Agp) = 0. Damit gilt fiir w? = [0,v7] € R", dass

. 0T(A — Ayy) 07 (—Ap)
T _ 11 12 _
w ()\I N A) - |: UTO ’UT(>\I — AQQ) - O’
~ 0’'B
U}TB = |: ’L}Toll :| =0.

Mit pT := wTT~1 # 0 folgt dann
pl M — A|B] = wT TN — A|B] = [w' (M — AT w"B] =0

im Widerspruch zu (ii). O

I7Beachte, dass [\ — A|B] € cnx(nt+m),
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5.16 Beispiel: Wir betrachten das System

S.Cl 01 0 T 1 0

is | =11 0 1 o |4+ 0 1 [518]

i3 01 0 T3 10 2
—_——
=:A =:B
Die Kalman-Matrix ist gegeben durch

1 001 2 0
R[AB=|0 1 2 0 0 2
1 0 01 2 0

Man sieht, dass jede Spalte ein Vielfaches der ersten oder zweiten Spalte ist.
Damit hat W nur Rang 2 und es folgt, dass das System nicht vollstdndig kon-
trollierbar ist. Um das System auf eine einfachere Gestalt zu bringen, bestim-
men wir eine Transformationsmatrix T wie in Satz Eine Basis {v1,v2} von
im R[A, B] = (A]im B) ist durch die ersten beiden Spalten von R[A, B] gegeben.
Erweitern zu einer Basis von R3 liefert zum Beispiel

1 01 00 1
T=|(0 10|, T7'=|0 1 o0
100 1 0 -1
Damit ergibt sich
01 0 1 0]
T'AT=|2 0 1|, T7'B=|0 1
000 0 0

und wir erkennen die gesuchte Blockstruktur mit

0 1 0] (1 0
A11=[2 0]7 A12={1_7 Ayp =[0], B = 0 1]
Die Kalman-Matrix von (Aj1, B1) ergibt sich zu
[1 0 0 1
RlAn, Bi] = |01 20 }
und hat, wie erwartet, Rang 2. O

5.2 Feedback und Stabilisierung

Wir wollen uns nun der Frage zuwenden, wie man die triviale Ruhelage x, =
0 eines linearen Systems & = Ax asymptotisch stabil machen kann mit Hilfe
einer Steuerung, die zur rechten Seite der Differentialgleichung addiert wird.
Wir betrachten also wieder ein lineares Kontrollsystem

x(t) = Ax(t) + Bu(t).
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Wie wir in Ubungsaufgabe 3 auf Blatt 7 sehen, ist es i.A. keine gute Idee, zur
Stabilisierung eine zeitabhéingige Steuerung wu(t¢) im Voraus zu berechnen. Wir
machen daher im Folgenden einen anderen Ansatz. Wir wihlen eine Steuerung,
die zu jeder Zeit ¢t vom aktuellen Zustand z(t) linear abhingt, also wu(t) =
Fx(t) fir ein F € R™*". Die Matrix F bzw. die zugehdrige lineare Abbildung
F : R* - R™, x — Fux, nennen wir Feedback oder Riickkopplung. Das so
entstehende System hat die Form

i(t) = (A + BF)z(t),

es handelt sich also um eine lineare homogene Differentialgleichung, auf die wir
die zuvor entwickelte Stabilitatstheorie anwenden konnen.

Um nun einen Zustand nach z, = 0 zu steuern und ihn dort zu halten, kénnen
wir versuchen, das folgende Stabilisierungsproblem zu 16sen.

5.17 Definition: Gegeben sei ein lineares Kontrollsystem
&(t) = Ax(t) + Bu(t) (28)

mit Matrizen A € R™"™ und B € R"*"™. Das (Feedback-) Stabilisierungs-
problem fiir besteht darin, eine Matrix F € R™*™ zu finden, so dass die
triviale Ruhelage der linearen Differentialgleichung

#(t) = (A+ BF)z(t)
asymptotisch stabil ist.

Wir betrachten zunfchst Systeme mit skalarer Kontrolle (auch Single-Input-
Systeme genannt). In diesem Fall ist also B € R"*1, d.h. B ist ein Spaltenvektor
in R™. Um dies deutlich zu machen, schreiben wir im Folgenden b statt B:

z(t) = Az(t) + bu(t). (29)
Der folgende Satz charakterisiert die Kontrollierbarkeit solcher Systeme.

5.18 Satz: Sei A € R™*™ und b € R". Das Paar (A,b) ist genau dann kontrol-
lierbar, wenn es eine invertierbare Matrix S gibt, so dass

0 1 -+ 0 0

A=g7tAs=1| * ¢ o | b=sh=| |,
0 0 - 1 0
a1 Qg e Qp 1

wobei die Zahlen a; € R gerade die Koeffizienten des charakteristischen Poly-
noms sind, d.h. xa(\) = A" — @, A" — - — o\ — aj.
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Beweis: Zuerst zeigen wir, dass fiir Matrizen der Form A wie in der Formulie-
rung des Satzes die Eintrige «; gerade die Koeffizienten des charakteristischen
Polynoms sind. Dies ergibt sich mit vollstindiger Induktion. Fiir n = 1 ist das
klar, denn in diesem Fall ist A = [v1]. Fiir den Induktionsschritt sei 4,, € R®*"
von obiger Form und A, ,; € RO*TD*(+1) gegehen durch

Qo

Entwickeln wir die Determinante det[A\] — A, ;1] nach der ersten Spalte, so
erhalten wir

X V) = A xa, () + (=1)"F(—a0) - det(—Lnxn)
— (/\n _ anil)\n—l L al)\) _ (_1)2n+2a0
=\" - Cknfl)\nil — = al)\ — o,

also nach Umnummerierung der a; gerade den gewiinschten Ausdruck.

Wir nehmen nun an, dass S existiert. Durch Nachrechnen ergibt sich

0 0 1
R[A,b] = [b|Ap| ---[A"'p] = | O 1,

0 * *

1 % - %

wobei x fiir einen beliebigen Eintrag steht. Diese Matrix hat offensichtlich vollen
Rang, also ist (A4, b) und damit (nach Satz|5.13) (A,b) kontrollierbar.

Nun sei umgekehrt (A,b) kontrollierbar. Dann hat R := R[A,b] € R"*" vollen
Rang n und ist folglich invertierbar. Wir zeigen zuniichst, dass R~'AR = AT
ist, oder Aquivalent dazu, AR = RAT. Dies folgt unter Verwendung des Satzes
von Caley-Hamilton aus

AR = A[b|Ab|---|A"1b] = [AD|A%D|- - - | A"b]
= [AD|A%b] - |a, A" b+ - 4 Ab + i b]

0 -+ 0 o

. 1 -« 0 as .

= [b|AD|---|A™ 0] | ., L = RA".
0 - 1 ap

Mit R := R[A, ] folgt mit analoger Rechnung die Gleichung R~'AR = AT und
damit, o ~ ~
A=RATR™' = RR'ARR™".
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Aus den Definitionen von R und R folgt R - [1,0,...,0]T = b und R -
[1,0,...,0]T = b, also RR™'b = b. Es ergibt sich also S = RR™' als die ge-
suchte Transformation. O
Die durch obigen Satz gegebene Form der Matrizen A und b wird auch Re-
gelungsnormalform genannt. Beachte, dass sich die Koordinatentransformation
S allein durch Kenntnis von A, b und den Koeffizienten des charakteristischen
Polynoms von A berechnen l&sst.

Nun gehen wir das Stabilisierungsproblem fiir den Fall m =1 an.

5.19 Definition: Betrachte das lineare Kontrollsystem . Ein Polynom
heit vorgebbar (fiir (A, B)), falls ein Feedback F' € R™*" existiert, so dass

X = XA+BF-

Mit dieser Definition kénnen wir sofort folgendes Lemma formulieren. (Hier geht
natiirlich Satz ein.)

5.20 Lemma: Das Stabilisierungsproblem fiir das lineare Kontrollsystem
ist genau dann Iésbar, falls ein vorgebbares Polynom existiert, dessen Nullstellen
alle negativen Realteil haben.

Wie der folgende Satz zeigt, ist die Kontrollierbarkeit von (A4, b) dquivalent dazu,
dass jedes normierte Polynomﬁ ist n-ten Grades vorgebbar ist.

5.21 Satz: Seien A € R"*" und b € R". Dann sind folgende Aussagen dquiva-
lent:

(i) Das Paar (A,b) ist kontrollierbar.

ii) Jedes Polynom der Form x(\) = A" — B, A""! — ... — BoX — B; mit
J X
B1,--.,Bn € R ist vorgebbar.

Beweis: (i) = (ii)*“: Sei (A, b) kontrollierbar und sei S die Matrix aus Satz
Wir setzen R
= [ﬁl - 041,,82 — 9, .. '7671 _an} c Rlxn'

Eine kurze Rechnung zeigt, dass

0 1 0
Agbp=| b T
i B B

Aus der zweiten Aussage von Satz folgt, dass x ;1,37 = x. Also ist F' :=
FS~1 das gesuchte Feedback, denn

A+bF =S8SAS™ 4+ ShFS™! = S(A+bF)S™!

18Zur Erinnerung: Ein normiertes Polynom ist ein Polynom, dessen fiithrender Koeffizient
gleich 1 ist, also x(A\) = A" + ap_1 A" "1 + .- + a1\ + ap.
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und das charakteristische Polynom einer Matrix ist invariant unter linearen
Koordinatentransformationen.

»(ii) = (1) Wir nehmen an, (i) gelte nicht. Sei also (A, b) nicht kontrollierbar.
Sei T die Transformation aus Satz Dann ergibt sich fiir jedes beliebige
Feedback F = [F}, F3] mit F; € R | dass

AL bF = A+ iy A+ b1 F
0 Az
Fiir das charakteristische Polynom dieser Matrix gilt

XA+bF = XA1n+b1Fr " XAgo-

Daher sind die vorgebbaren Polynome alle von der Form x - x4,,, wobei x ein
beliebiges normiertes Polynom vom Grad n’ ist. Da n’ < n, sind also nicht alle
Polynome vorgebbar und (ii) gilt nicht. O

Aus dem Beweis des obigen Satzes erhalten wir sofort ein Stabilisierbarkeitskri-
terium fiir Systeme mit eindimensionaler Kontrolle.

5.22 Satz: Das Stabilisierungsproblem fiir das lineare Kontrollsystem ist
genau dann Iésbar, wenn alle Eigenwerte von Ass aus Satz negativen Re-
alteil haben.

Beweis: Wir diirfen annehmen, dass das Paar (A, b) die Blockstruktur aus Satz
hat. Wie im Beweis der vorhergehenden Satzes ergibt sich dann fiir jedes
Feedback F' = [F}, Fy], dass

XA+bF = XA11+b1Fy ~ XAsz-

Nach Satz[5.21) kénnen wir durch geeignete Wahl von Fy das Polynom xa,, 4, 7,
beliebig vorgeben. Daraus folgt unmittelbar die Aussage des Satzes. (]

5.23 Definition: Falls das Stabilisierungsproblem fiir das lineare Kontrollsys-
tem I6sbar ist, nennen wir (A, B) stabilisierbar.

Nun koénnen wir das Stabilisierungsproblem fiir beliebige Werte von m angehen,
indem wir es auf den Fall m = 1 zuriickfithren. Dabei hilft uns folgendes Lemma,
das als Heymann’s Lemma bekannt ist:

5.24 Lemma: Betrachte das lineare Kontrollsystem . Das Paar (A, B) sei
kontrollierbar. Sei v € R™ ein Vektor mit b := Bv # O Dann gibt es eine
Matrix F' € R™*"  so dass das Kontrollsystem

i(t) = (A+ BF)x(t) + bu(t)

mit eindimensionaler Kontrolle u(t) kontrollierbar ist.

19Fin solches v existiert, da andernfalls B die Nullmatrix wire im Widerspruch zur Kon-
trollierbarkeit.
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Beweis: Wir konstruieren linear unabhéngige Vektoren z1, ..., x,, so dass
xy:=b und x4y = Axp + Buy

fiir gewisse uq,...,u,—1 € R™. Wir gehen dazu induktiv vor. Zunichst stellen
wir fest, dass z; # 0. Also ist {z;} linear unabhingig. Nun nehmen wir an,
dass wir xy,...,z fiir ein k € {1,...,n — 1} mit obiger Eigenschaft bereits
konstruiert haben und definieren den Untervektorraum Vi, := (x1,...,zg). Wir
miissen zeigen, dass es ein uy € R™ gibt mit a1 = Az + Bug ¢ Vi. Wir
machen dazu die Widerspruchsannahme, dass Axy + Bu € Vj, fiir alle v € R™.
Insbesondere gilt also Az € Vj. Damit folgt Bu = (Axy + Bu) — Axy, € Vj, fiir
alle u € R™, also
imB C V.

Weiter gilt
Axyp_1 =xp — Bup € Vi, Axp_o=x1_1— Bug_1 € Vy,...,Axy € V}.

Also ist Vj ein A-invarianter Unterraum, der das Bild von B enthélt, woraus
(Alim B) C Vj, folgt. Da (A, B) nach Voraussetzung kontrollierbar ist, gilt
(Alim B) = R™, also Vj, = R". Dies kann nur der Fall sein, wenn k& = n im
Widerspruch zu k < n.

Wir konstruieren nun die gesuchte Matrix F aus den Vektoren z1,...,2,. Da
diese linear unabhéngig sind, ist die Matrix X := [z1]z2] - - - |z, invertierbar und
wir kénnen F := UX ! fiir U := [uq|ug]| - - |u,] € R™*™ definieren, wobei wir
u, = 0 setzen. Damit gilt Faz; = u; fiir i = 1,...,n und deshalb (A + BF)z; =
w1 fiir 1 <i<n—1. Wegen b= 2, folgt somit

R[A + BF,b] = [b|(A+ BF)B| - - |(A + BF)"~'}] = X,

also ist (A + BF,b) kontrollierbar. O

Mit Hilfe dieses Lemmas kénnen wir nun die Sétze und auf beliebige
Dimensionen verallgemeinern.

5.25 Satz: Fiir ein Paar (A, B) mit A € R"*™ und B € R™*"™ sind dquivalent:

(i) (A, B) ist kontrollierbar.

(ii) Jedes Polynom der Form x(\) = A" — B, A\""1 — ... — By — B; mit
Bi,...,0n € R ist vorgebbar.

Beweis: ,,(i) = (ii)*: Sei (A, B) kontrollierbar und y gegeben. Seien F und b
die Matrizen aus Heymann’s Lemma fiir ein v € R™ mit Bv # 0. Dann ist das
Paar (A + BF,b) kontrollierbar und es existiert nach Satz ein Feedback
F € RY*" 5o dass
XA+BF+bF = X-
Wegen
A+ BF +bF, = A+ B(F +vF,)
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ist also F' + vF] das gesuchte Feedback.
»(ii) = (i)*: Vollig analog zum Beweis von Satz O

Nun konnen wir die Losung des Stabilisierungsproblems fiir ein allgemeines li-
neares Kontrollsystem formulieren.

5.26 Satz: Das Stabilisierungsproblem fiir das lineare Kontrollsystem ist
genau dann l6sbar, wenn alle Eigenwerte von Ass aus Satz negativen Re-
alteil haben.

Beweis: Vollig analog zum Beweis von Satz [5.22] O

5.27 Bemerkung: Satz[5.26wird auch als Polverschiebungssatz bezeichnet, da
die Nullstellen des charakteristischen Polynoms in der Regelungstechnik , Pole
genannt werden (dies hat zu tun mit alternativen Darstellungen linearer Kon-
trollsysteme iiber sogenannte Ubertragungsfunktionen im Frequenzbereich) und

dieser Satz etwas dariiber aussagt, wie man diese Nullstellen durch geeignete
Wahl des Feedbacks ,yverschieben kann.

Als Rezept zur Losung des Stabilisierungsproblems fiir konkret gegebene Ma-
trizen A und B bietet sich folgendes Vorgehen an:

1. Schritt: Berechne die Eintrége der Matrix A+ BF fiir eine beliebige Feedback-
Matrix F' = (f”) € Rmxm,

2. Schritt: Berechne das charakteristische Polynom x 44 pr, dessen Koeffizienten
von den Eintrégen f;; abhéngen.

3. Schritt: Berechne die Koeffizienten f,...,8, € R eines Polynoms x(\) =
A =2)(A = A2)--- (A = Ap), dessen Nullstellen Aq,...,\, negative Realteile
haben.

4. Schritt: Setze das Polynom x mit dem Polynom x44pr gleich und bestim-
me eine Losung (f;;) des Gleichungssystems, das durch Koeffizientenvergleich
entsteht. Jede Losung dieses Systems liefert ein stabilisierendes Feedback.

5.3 Steuerung mit minimaler Energie

Wenn wir ein vollsténdig kontrollierbares System vorliegen haben, wissen wir,
dass wir das System von jedem Zustand x zu jedem anderen Zustand y in einer
beliebigen Zeit ¢t > 0 steuern konnen, also y = o(t;z,u) fir ein v € Y. Im
Allgemeinen gibt es sehr viele Kontrollfunktionen, die dafiir in Frage kommen.
Meistens mochte man jedoch zusitzlich eine Gréfse minimieren. Interpretieren
wir u(t) als Geschwindigkeit oder Impuls, so ist das Integral

t
/0 Ju(s)|12ds,
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ein Maf fiir die Energie, wobei || - |2 die Euklidische Standardnorm im R"
bezeichnet, also

Uy
m Us
Jull3 = uf, fallsu=
i=1
U,

Wir werden im Folgenden die Steuerung charakterisieren, die einen Zustand in
einen anderen mit minimaler Energie iiberfiihrt.

5.28 Definition: Seien A € R"*" und B € R"*™, Dann definieren wir fiir
jedes t > 0 die Kontrollierbarkeitsgramsche

t
W(t) ::/O eA*BBTeA 5 ds. (30)

Wie man leicht sieht, ist der Integrand in fiir jedes s > 0 eine symmetrische
Matrix. Daher ist auch W (t) symmetrisch. Zudem ist W (¢) positiv semi-definit,
denn

¢ ¢
zTW(t)z = / 2TeABBTeA sz ds = / ||BTeATS:E||§ds > 0.
0 0
Beachte: Wir haben die Matrix W (t) bereits im Beweis von Satz verwendet.

5.29 Satz: Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) (A, B) ist kontrollierbar.
(ii) Fiir alle t > 0 ist W (t) positiv definit.

(iii) Es existiert kein 0 # p € R™, so dass (p,e?*b;) = 0 fiir alle s € [0,t] und
i=1,...,m, wobei b; := Be;.

Ist eine dieser Bedingungen erfiillt, so ist die Funktion
u(s) = BTeAT(t_S)W(t)_l(y —ety), 50,1,

die eindeutige Kontrollfunktion, die das Integral

/ Ju(s)|I2ds
0

unter der Nebenbedingung o (t; x,u) = y minimiert.

Beweis: ,(ii) = (iii)*: (iii) gelte nicht. Dann existiert ein 0 # p € R™ mit
(p, e*b;) = 0 fiir alle s € [0,¢] und i = 1,...,m, woraus folgt, dass

t
pI W (t)p = / pled*B BTeATSp ds =0.
0 \W_/
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Also ist W(t) nicht positiv definit und (ii) gilt nicht.

(i) = (i) (i) gelte nicht. Dann existiert 0 # p mit p? R[A, B] = 0, woraus
pTA*B =0 fiir k = 0,1,...,n—1 folgt. Mit dem Satz von Caley-Hamilton folgt
pT AFB = 0 fiir alle £ > 0 und damit auch p”e4*B = 0 fiir alle s > 0. Dies ist
dquivalent zu pTe*Be; = (p,e°b;) = 0 fiir s > 0 und i = 1,...,m. Also gilt
(iif) nicht.

»(i) = (i) Im Beweis von Satz haben wir gesehen, dass (A|im B) C
im W (t). Ist (A, B) kontrollierbar, so folgt daraus im W (¢) = R™. Daraus folgt,
dass W (t) invertierbar ist, also alle Eigenwerte von W (t) verschieden von Null

sind. Da W (t) positiv semi-definit ist, folgt daraus, dass alle Eigenwerte positiv
sind. Also gilt (ii).

Wir haben die Aquivalenz von (i)-(iii) gezeigt. Weiter gilt

¢
o(t;z,u) = e + / eA(t*S)BBTeAT(t*S)W(t)*l(y —eMa)ds
0

t
= ety + / A=) pBTeA” (t=5) 44 W)y — eMa)
0

¢
=My — / eA"BBTeA Tdr W)y — eta)
0

=M+ W)W () Hy — eMa) = v.

Nun betrachten wir eine Kontrollfunktion der Form 4(s) = u(s) 4+ v(s), die
o(t;z,4) = y erfiillt. Daraus folgt mit der Linearitét von ¢(t;-,-) (Lemmal5.3),
dass

t
/ A=) Buy(s)ds = p(t;0,v) = @(t;x — x50 — u)
0

= p(t;z;0) — o(t;z,u) =y —y =0.
Damit ergibt sich

/(u(s),v(s)}ds:/ (BTeAT(t_S)W(t)_l(y—eAtac),v(s»ds
0 0

/Ot<W(t)1(y —eMz), e %) By(s))ds

<W(t)_1(y —eMy), /ot eA(t_S)Bv(s)ds> =0.

Dies schlieflich fiihrt zu

/ la(s)|2ds = / (u(s) + v(s), u(s) + v(s))ds

0 0
- / (u(s), u(s))ds + 2 / (u(s), v(s))ds + / (v(s), v(s))ds
- / Ju(s)l|2ds + / lo(s) 2ds > / Ju(s)|12ds.
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Also minimiert v das Integral fot ||lu(s)||3ds. Die Eindeutigkeit ist klar, denn fiir
v # 0 ist das Integral iiber [|v(s)3 positiv[] O

5.30 Beispiel: Wir betrachten das durch
i?l = T, i?g = - + u(t)

gegebene System, das ein linearisiertes Pendel ohne Reibung beschreibt (,har-
monischer Oszillator“) Wir wollen den Zustand

~[:]

in der Zeit T = 2m nach y = [0,0]” iiberfiihren mit minimaler Energie

27
/O Ju(s)|[2ds.

Es gilt )
g 01 oAt _ cos(t)  sin(t)
I U | —sin(t) cos(t) |’
Fiir die Kontrollierbarkeitsgramsche erhalten wir damit

27
W (2) :/ et 0 } [0,1]eSATds
0

!
[ty e e

Es folgt

W(2r) (y — >™z) = —% { . } .

Die gesuchte Kontrollfunktion ist also gegeben durch

u(t) = —%[0, 1] eAt=2m) [ : ] — %Sin(t).

5.4 Beobachtbarkeit

In der Praxis ist es oft so, dass der Regler eines Systems nicht den gesamten Zu-
stand x(t) zur Wahl eines Feedbacks zur Verfiigung hat, sondern nur einen Teil

20Djes gilt zumindest fiir stetige Funktionen v. Fiir stiickweise stetige Funktionen kann das
Integral iiber ||v(s)||3 auch Null sein, wenn v an den Unstetigkeitsstellen Werte verschieden
von Null annimmt. Solche Funktionen identifizieren wir aber mit der Nullfunktion.

21Die physikalischen Konstanten haben wir alle gleich 1 gesetzt.
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des Zustands, d.h. einen Vektor y(t) = Cz(t), wobei C' € RP*™. Wir betrachten
deshalb im Folgenden lineare Kontrollsysteme mit Ausgang der Form|§|

y(t) = Cn(t), (81)

wobei A € R"*" B € R"*™ und C € RP*",

Die wichtigste Frage ist, wieviel Information der Ausgang y(¢) iiber den Zustand
x(t) enthélt, insbesondere ob man anhand des Ausgangs verschiedene Anfangs-
werte unterscheiden kann.

5.31 Definition: Zwei Zustinde x1, x5 € R™ heiflen unterscheidbar, falls ein
u € U und ein t > 0 existieren, so dass

Das System heifst beobachtbar, falls alle Zustidnde x1,xs € R™ mit x1 #
9 unterscheidbar sind.

Das folgende Lemma zeigt, dass die Beobachtbarkeit eines Systems nur von den
Matrizen A und C abhingt.

5.32 Lemma: Zwei Zustdnde x1,ro € R™ sind genau dann unterscheidbar,
wenn ein t > 0 existiert, so dass

Ce(xy — x5) # 0.

Das System ist also genau dann beobachtbar, wenn fiir jedes 0 # x € R™
ein t > 0 mit Ce?tx # 0 existiert.

Beweis: Die Unterscheidbarkeit von x; und x5 ist dquivalent zur Existenz von
uw €U und t > 0 mit

0 # Co(t;z1,u) — Co(t; xa,u)

t t
=C (eAtxl —|—/ A=) Bu(s)ds — e?tay +/ eA(t_s)Bu(s)ds>
0 0

= CeM(x) — 13).
Daraus folgt unmittelbar die Aussage des Lemmas. O

Also macht die folgende Definition Sinn.

5.33 Definition: Das Paar (A,C) heiit beobachtbar, falls das zugehorige
System beobachtbar ist. In diesem Fall nennen wir auch das Tripel (A, B, C')
beobachtbar.

22Dje Steuerung u(t) wird oft auch als Eingang des Systems bezeichnet.
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Analog dazu nennen wir im Folgenden auch (A, B,C) kontrollierbar, falls das
Paar (A, B) kontrollierbar ist.

5.34 Definition: Wir nennen xy € R™ beobachtbar, falls ein t > 0 mit
Co(t; z9,0) # 0 existiert und unbeobachtbar auf [0, T, falls Cy(t; z9,0) = 0
fiir allet € [0, T']. Wir definieren die Menge der unbeobachtbaren Zustéinde
auf [0, T'| durch

N(T) :={zo € R" : Cp(t;20,0) =0, Vt € [0, T]}
und die Menge der unbeobachtbaren Zustidnde durch

N = ﬂ N(T).

>0

5.35 Bemerkung: Aus der Definition folgt unmittelbar, dass xy = 0 fiir alle
linearen Systeme nicht beobachtbar ist. Aus Lemma folgt, dass beob-
achtbar ist genau dann, wenn A = {0}.

5.36 Lemma: Fiir alle T > 0 gilt

N=N(T)= ﬁ ker(C AF).

k=0

Insbesondere ist N also ein A-invarianter Untervektorraum.

Beweis: Ein Zustand xy € R" liegt genau dann in A (T'), falls
0= Ce?zqy fiir alle t € [0, 7). (32)

Sei nun xg € ﬂz;é ker(C AF). Dann gilt C A*zy = 0 fiir 0 < k < n. Mit Hilfe des
Satzes von Caley-Hamilton folgt daraus, dass CA*zq = 0 fiir alle & > 0, also

1
Cellag = | t*CAR g =0, V>0,

k=0
und folglich zg € N(T).
Nun sei umgekehrt x¢ € NV(T). Durch sukzessives Ableiten von nach ¢ bei
t = 0 ergibt sich

O:OAkxo, szoa

also o € N—g ker(C AF).
Schlieklich zeigen wir noch, dass N A-invariant ist: Sei x € N, also CA¥z =0
fiir k = 0,...,n — 1. Dann folgt CA*(Ax) = CA** 'z =0 fiir k =0,...,n — 2
und, nach dem Satz von Caley-Hamilton,

n—1 n—1
CAnil(Ax) =CA"r = CZ apAre = Z arCAFz = 0.
k=0 k=0
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Also ist auch Az € N. O

Offenbar gibt es hier eine gewisse Ahnlichkeit mit der Kontrollierbarkeit. Mit
Hilfe der folgenden Definition werden wir zeigen, dass sich hierbei nicht nur um
eine oberflichliche Ahnlichkeit handelt.

5.37 Definition: Zu einem durch Matrizen (A, B,C') gegebenen Kontrollsys-
tem definieren wir das duale System durch die Matrizen (AT, CT, BT),
also

S
—~
~
=
Il

T T
At z(t) + Cu(t) (33)

Man beachte, dass sich beim dualen System die Dimensionen m und p der
Kontrolle und des Ausgangs vertauschen.

5.38 Satz: Fiir ein durch (A, B,C) gegebenes Kontrollsystem und das
zugehérige duale System definiere

n—1
R :=(A|imB), N := m ker(CAk)a

k=0
n—1
R" = (AT|[imCT), N7 := () ker(B"(AT)¥).
k=0

Dann gilt RT = N+ und NT = R*. Insbesondere gilt: (A, B,C) ist kon-
trollierbar genau dann, wenn (AT, CT, BT) beobachtbar ist und (A, B,C) ist
beobachtbar genau dann, wenn (AT, CT, BT) kontrollierbar ist.

Beweis: Betrachte die Matrix

C
CA

O[A,C] = € R™PX™,
can-t
Fiir diese Matrix gilt mit Lemma [5.36] offenbar
N =ker O[A, C)].
Andererseits gilt
O[A, C)F = [CT|ATCT). .. |(AT)" 1T = R[AT,CT).

Daraus folgt RT = im O[A, C]T. Aus der Linearen Algebra wissen wir, dass
im O[A, C]T = (ker O[A, C])*. Daraus folgt die Behauptung, denn

RT =imO[A,C)" = (ker O[A,C))* = N+,

o4



Analog kann man zeigen, dass N7 = R*.

Nach Lemma ist (A, B, C) beobachtbar genau dann, wenn N' = {0}, was
dquivalent zu N+ = R” ist.

Nach dem ersten Teil dieses Satzes gilt
Nt =RT =imO[A,C)T = im R[AT,CT).
Also ist (A, B, C) beobachtbar genau dann, wenn im R[AT, CT] = R", was das-
selbe wie die Kontrollierbarkeit von (AT, BT COT) ist.
Analog zeigt man, dass (A,B,C) beobachtbar ist genau dann, wenn

(AT, BT CT) beobachtbar ist. O

5.39 Definition: Die Matrix

C

o= | 4

i
heift Beobachtbarkeitsmatrix des Systems .

Aus der oben formulierten Dualitit zwischen Kontrollierbarkeit und Beobacht-
barkeit und der Kalman-Rangbedingung erhalten wir unmittelbar folgendes Ko-
rollar.

5.40 Korollar: Das System (31) ist genau dann beobachtbar, wenn
rgO[A, C] = n.

Beweis: Das System ist genau dann beobachtbar, wenn (AT, C™T) kontrol-
lierbar ist. Letzteres gilt genau dann, wenn rgR[AT, CT] = n. Aber rgO[A, C] =
rgR[AT, CT], woraus die Behauptung folgt. O

Der folgende Satz ist das Analogon zu Satz

5.41 Satz: Betrachte das lineare Kontrollsystem mit Ausgang. Es existiert
eine invertierbare Matrix T € R"*™, so dass

A A
0 Ay

By

© 1
A=T AT—[ B,

],B:T*B:{ },C:CT:MQL

mit Ay, € Rn'xn', App € Rn'x(nfn')’ Ay € R(nfn')x(nfn')’ B, € Rn'xm,
By € R=)xm ynd Cy € RP*(»=") | wobei das Paar (Asy,Cs) beobachtbar

ist.

Beweis: Ubungsaufgabe 1 auf Blatt 10. O
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5.5 Asymptotische Beobachtbarkeit

Wir wollen uns nun iiberlegen, wie man ein System der Form unter Kenntnis
des Ausgangs y(t) stabilisieren kann. Die Beobachtbarkeit zusammen mit der
Stabilisierbarkeit ist dafiir hinreichend, aber es reicht bereits eine schwichere
Eigenschaft, die wir nun definieren.

5.42 Definition: Das System heifst asymptotisch beobachtbar (oder
entdeckbar), falls

tli)m o(t;20,0) =0 fiir alle xy € N.

Dies bedeutet, dass Losungen zu Anfangswerten im unbeobachtbaren Unter-
raum N bereits gegen 0 konvergieren.

5.43 Lemma: Das System ist genau dann asymptotisch beobachtbar,
wenn alle Eigenwerte der Matrix Ay, aus Satz negativen Realteil haben.

Beweis: Zunichst iiberlegen wir uns, dass die Eigenschaft der asymptotischen
Beobachtbarkeit unter Ahnlichkeitstransformationen erhalten bleibt (Ubungs-
aufgabe). Deshalb diirfen wir annehmen, dass das System in der Blockstruktur
aus Satz [5.41] gegeben ist. Dann ist

1 !’
N{mOER" : xo[%o},x(l)e]l%”}.

Aus der Form der Matrix A folgt fiir alle 2o € A, dass

. A1t
. _ QA _ | € Ty
gp(tvav 0) =€ Xo= |: 0 :|

Aus der asymptotischen Beobachtbarkeit folgt nun unmittelbar, dass e41tz} —
0 fiir ¢ — oo. Nach Satz (Charakterisierung der asymptotischen Stabilitét)
miissen deshalb die Realteile aller Eigenwerte von A;; negativ sein. Die umge-
kehrte Richtung ist klar. (]

Der folgende Satz besagt, dass die asymptotische Beobachtbarkeit die duale
Eigenschaft zur Stabilisierbarkeit ist.

5.44 Satz: (A, C) ist genau dann asymptotisch beobachtbar, wenn (AT, CT)
stabilisierbar ist.

Beweis: Verwende die Sitze und (Ubungsaufgabe 2 auf Blatt 10).
U
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5.6 Dynamische Beobachter

Ein naheliegender Ansatz zur Stabilisierung von System ist die Wahl eines
Feedbacks der Form u(t) = Fy(t) = FCx(t). Dies funktioniert aber nicht immer,
selbst wenn das System kontrollierbar und beobachtbar ist (Ubungsaufgabe).

Wir wollen im Folgenden eine Methode zur Stabilisierung vorstellen, die im-
mer funktioniert, wenn Stabilisierbarkeit und asymptotische Beobachtbarkeit
vorliegen. Wir gehen dabei in folgenden Schritten vor:

(1) Finde ein stabilisierendes Feedback F' € R™*™ fiir (A, B).

(2) Entwerfe einen Algorithmus, der aus den Ausgéingen y(s), s € [0,¢] einen
Schétzwert z(t) ~ z(t) ermittelt.

(3) Verwende das Feedback u(t) = Fz(t).

Der , Algorithmus* in Schritt (2) besteht dabei aus einem geeignet definierten
Kontrollsystem fiir z(¢), in dem neben der Kontrollfunktion u(t) der Ausgang
y(t) eine weitere Steuerung bildet.

5.45 Definition: Ein dynamischer Beobachter fiir ist ein lineares Kon-
trollsystem der Form

2(t) = Jz(t) + Ly(t) + Ku(t) (34)

mit J € R"™", L € R"*P, K € R"*™, so dass fiir alle x¢,z9 € R™ und u €

U fiir die Lésungen ¢(t; xg,u) von und (t; 20, u,y) von mit y(t) =
Cp(t; xo,u) die Abschitzung

et o, u) — (t: 20, u, y)|| < ce™"||zo — 20|
fiir geeignete Konstanten c,o > 0 gilt.

5.46 Satz: Ein dynamischer Beobachter fiir existiert genau dann, wenn
das System asymptotisch beobachtbar ist.

Beweis: ,«< “: Da asymptotisch beobachtbar ist, ist (A7, CT) stabilisier-
bar. Wir kénnen also ein lineares Feedback F' € RP*™ finden, so dass AT +CTF
asymptotisch stabil ist. Mit G := F7 ist dann auch A + GC = (AT + CTE)T
asymptotisch stabil, da das charakteristische Polynom bei Transposition erhal-
ten bleibt.

Wir wihlen nun in J:=A+4+GC, L:=—-Gund K := B, also

2(t) = (A4 GC)z(t) — Gy(t) + Bu(t).
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Aus der asymptotischen Stabilitéit folgt nach Satz[3.2] dass
le(®)]] < ce™"[|e(0)]]

fiir geeignete ¢, 0 > 0, was die gewiinschte Abschitzung liefert.

»= “ Sel myg € N, also y(t) = Cp(t;zo,u) = 0 fiir alle ¢ > 0. Fiir 29 = 0
gilt damit v (¢; 20,0,y) = 1(¢;0,0,0) = 0. Damit folgt aus der Eigenschaft des
asymptotischen Beobachters, dass

l(t: 20, 0)II = llo(t; 20, 0) — 2 (t; 20,0, )| < ce™" |z — 20|l = ce™"||zo|| — 0,

wenn ¢t — 0o. Also ist das System asymptotisch beobachtbar. (]

Nun zeigen wir, dass Schritt 3 des oben beschriebenen Verfahrens funktioniert,
wenn wir als Schitzwert z(t) den Zustand eines dynamischen Beobachters ver-
wenden.

Aus den Schritten 1-3 unter Verwendung von ergibt sich die Feedback-
Gleichung

u(t) = Fz(t), 2(t) =Jz(t)+ Ly(t) + KFz(t). (35)
Diese Form von Feedback nennt man auch dynamisches Ausgangsfeedback.

5.47 Definition: Ein dynamisches Ausgangsfeedback I6st das Stabilisie-
rungsproblem mit Ausgang, wenn das durch Einsetzen von entstehende
System von Differentialgleichungen

&(t) = Ax(t) + BFz(t)
2(t) = Jz(t) + LCx(t) + KFz(t)

eine asymptotisch stabile triviale Ruhelage hat.

5.48 Satz: Gegeben sei das lineare Kontrollsystem mit Matrizen A, B, C.
Dann ist das Stabilisierungsproblem mit Ausgang genau dann Iésbar, wenn
(A, B) stabilisierbar und (A, C') asymptotisch beobachtbar ist. In diesem Fall ist
mit dem im Beweis von Satz konstruierten dynamischen Beobachter
und einem stabilisierenden Feedback F € R™*™ fiir (A, B) ein stabilisierendes
dynamisches Feedback.
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Beweis: ,,<=“: Es sei (A, B) stabilisierbar und (A, C) asymptotisch beobachtbar.
Weiter sei F' € R™*™ ein stabilisierendes Feedback fiir (A, B). Dann gilt

[igg ] B [ LAO Jff(F} [jg; ]
B { —éc A+GBCF+BF} [38 ]

=7 [ A+0BF AEIZ}C ]T[ 28 ]

_Inxn In><n In><n Inxn

T = |: Inxn 0 :| , T71 — |: In><n 0 :|

Da die Eigenwerte von A 4+ BF nach der Wahl von F' und die von A+ GC nach
der Wahl von G negativen Realteil haben, liegt asymptotische Stabilitit vor.

»= “: Mit der Transformation T" aus Satz erhilt man fiir das transformierte
System die Gleichungen

l’l(t) = A11$1(t) + Alzl'z(t) + BlFZ(t)
iz(t) = AQQJ?Q(t)
2(t) = Jz(t) + LCxz(t) + KFz(t)

mit z(¢) = T[x!(t),22(t)]T. Wir nehmen nun an, dass (A, C)) nicht stabilisierbar
ist. Dann besitzt Aso einen Eigenwert mit nichtnegativem Realteil. Die triviale
Ruhelage von #2(t) = Agx?(t) ist also nicht asymptotisch stabil und es gibt
daher einen Anfangswert z2 mit e422'22 —+ 0. Wihlen wir also
g
ro:=T | 2% | e R*"
20

mit z}, 20 beliebig, so gilt ¢(t; 79, Fz(-)) - 0 fiir jede Wahl des dynami-
schen Feedbacks im Widerspruch zur Losbarkeit des Stabilisierungsproblems.
Das Paar (A, B) ist also stabilisierbar. Die asymptotische Beobachtbarkeit von
(4, C) folgt wie im Beweis von Satz O

5.49 Beispiel: Wir betrachten folgendes System:

j;(t):[g ;}m(t)+{(1)}u(t),

yit)y=[1 1 ]az(0).

Die Kalman-Matrix ist



und hat offensichtlich vollen Rang. Also ist das System kontrollierbar und folg-
lich auch stabilisierbar. Die Beobachtbarkeitsmatrix ist

O[A,C]H i]

Da O[A, C] vollen Rang hat, ist das System beobachtbar, also insbesondere
asymptotisch beobachtbar. Wir wollen nun einen dynamischen Beobachter kon-
struieren. Zunichst bestimmen wir ein stabilisierendes Feedback F fiir (A, B).
Wir machen dazu den Ansatz F' = [f1, f2] und erhalten

0 1 0 0 1
A+BF:{2 3]+[1}[f1’f2]:{2+f1 3+fo ]

Das charakteristische Polynom dieser Matrix ist
Xarr(A) =AA =3 = fa) = 2+ fi)) = X+ A(=3 — f2) + (-2 — f1).

Wir wollen erreichen, dass die Eigenwerte beide —1 sind, also xatpr(A) =
(A —1)%2 = A2 — 2)\ + 1. Dies fiihrt zu den Gleichungen

—3—fo=—-2 und —-2-f; =1

Die eindeutige Losung dieses Gleichungssystems ist [f1, fa] = [—3, —1].

Als niichstes miissen wir ein stabilisierendes Feedback F' fiir das Paar (AT,CT)
finden. Mit F' = [fl, fg] gllt

T T~ |02 T 29 1+fi 14 f
SR R B ISR O
Das charakteristische Polynom ist
Xarporp(N) = A=1=f) A= fa) = (1+ fO)(1 + f2)
=N+ N-fi—fo—1)+(-1-f).

Wir geben wieder das Polynom x(\) = A% — 2)\ + 1 vor, was zu folgendem
Gleichungssystem fiihrt:

~fi—fo-l=-2, —1-fi =1,

dessen eindeutige Losung durch [f1, fa] = [<2, 3] gegeben ist. Mit den Matrizen
_ T _ —2 —1 _ T _ 2 _ _ O
J=A+F C_[ S | L=t | K=B=]

erhalten wir das asymptotisch stabile System

#(t) = Ax(t) + BFz(t)
2(t) = Jz(t) + LCx(t) + KFz(t).
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6 Stabilisierung nichtlinearer Kontrollsysteme

In diesem Abschnitt betrachten wir nichtlineare Kontrollsysteme der Form

i(t) = f(x(t),u(t)) (36)
mit einer i.A. nichtlinearen Funktion
f:DxR™—R"

wobei D C R" eine offene Menge ist. Wir nehmen an, dass die Funktion f eine
C'-Funktion ist, d.h. die partiellen Ableitungen nach den Komponenten von x
und von u existieren und hingen stetig von (x,u) ab. Unter dieser Annahme
lasst sich zeigen, dass fiir jedes u € U := PC(R4,R™) und xg € D eine lokal
eindeutige Losung o(t; o, u) des Anfangswertproblems

&(t) = fa(t),u(t), (0)=xo

existiert, so wie das bei den linearen Kontrollsystemen der Fall ist (wobei dort
die Losungen auf ganz R definiert waren).

Fiir eine konstante Kontrollfunktion u mit Wert ug € R™ und ein g € D liegt
eine Ruhelage vor, wenn

f(zo,u0) =0,
denn in diesem Fall gilt o(t; xg,u) = o fiir alle ¢ > 0.
Die Linearisierung von in (xo,up) ist das lineare Kontrollsystem

x(t) = Ax(t) + Bu(t), A:= %(xo,uo), B := %(wo,uo), (37)

wobei A € R™™™ und B € R"*™. Wir wollen zeigen, dass man von der Stabi-
lisierbarkeit dieses linearen Systems auf die lokale Stabilisierbarkeit des nichtli-
nearen Systems bei (2, ug) schliefen kann.

6.1 Definition: Das nichtlineare Kontrollsystem heifit lokal stabilisier-
bar bei (z0,up), falls eine stetig differenzierbare Funktion g : D — R™ mit
D C D offen und z( € D existiert, so dass g(xg) = ug gilt und die Ruhelage x

des Feedback-Systems
o(t) = f(z(t), g(z(1)))

asymptotisch stabil ist (siehe Definition .

Wenn lokale Stabilisierbarkeit vorliegt, dann konnen wir also die Ruhelage z¢
durch ein Feedback asymptotisch stabil machen (so wie bei den linearen Syste-
men).

6.2 Satz: Das lineare System sei stabilisierbar und F € R™*" gei ein
zugehériges stabilisierendes Feedback. Dann ist das nichtlineare System
bei (xo,up) lokal stabilisierbar durch das Feedback

g(x) :=ug+ F(x —xz9), ¢g:D—R™.
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Beweis: Nach Voraussetzung ist die triviale Ruhelage von
(t) = (A+ BF)x(t)
asymptotisch stabil. Wir betrachten nun das System
#(t) = f(a(t),uo + F(x(t) — x0)), (38)

das in xo eine Ruhelage hat. Setzen wir f(x) = f(z,g(x))), so ist f stetig
differenzierbar und die Ableitung von f in z( ist gegeben durch

; of of
D = = - F=A+ BF.

f(x0) e (z0,u0) + EW (z0,u0) +
Nach dem Linearisierungssatz [£.7]fiir unkontrollierte Systeme ist deshalb z eine
asymptotisch stabile Ruhelage von . O
6.3 Beispiel: Wir betrachten die Gleichung des kontrollierten invertierten Pen-
dels: g

(1) = 7 sinp(t) = (1) + u(t),

wobei u(t) die Kraft beschreibt, die der Motor zur Zeit ¢ auf die Pendelmasse
ausiibt, siche Abschnitt [I] Wir haben dort bereits gezeigt, dass

u(t) = ap(t) + Ao(t)

mit
B <c und oz<—% (39)

ein Feedback ist, welches das linearisierte System asymptotisch stabilisiert. Dies
wollen wir mit Hilfe der uns nun zur Verfiigung stehenden Theorie nochmals
genauer anschauen. Zuerst fithren wir die Koordinaten x1 = ¢, o = ¢ ein. Das
so entstehende System erster Ordnung ist gegeben durch

1(t) = za(t), @o(t) = = sinwy(t) — wa(t) + u(t).

~l

Die rechte Seite f : R? x R — R? des nichtlinearen Kontrollsystems ist also
gegeben durch

flx1,20,u) = (22, % sinzy — 'z +u).

Die Linearisierung in (0,0) ist damit gegeben durch das Matrizenpaar

A:gi(o’o):[o _10/}7 B:g{L(O,O):[?]'

Mit einem Feedback der Form

~ko

F=[a #]
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erhalten wir
0 1

f+a —d+8 |’
und wie wir bereits in Abschnitt [I] gezeigt haben, haben die Eigenwerte die-
ser Matrix genau dann negative Realteile, wenn die Bedingung erfiillt ist.

Nach Satz [6.2] ist dann g(z) = Fz ein lokal stabilisierendes Feedback fiir das
nichtlineare System. O

A+ BF =

7 Realisierungstheorie

Wir betrachten in diesem Abschnitt wieder lineare Kontrollsysteme, aber nicht
mehr in der Form

&(t) = Ax(t) + Bu(t),
y(t) = Cx(t).

Stattdessen wollen wir uns die Abbildung
u(-) = y() (40)

ansehen, die eine Kontrollfunktion u : Ry — R™ auf den zugehtrigen Ausgang
y : Ry — RP abbildet. Dabei unterscheiden wir die folgenden beiden Fille:

e SISO: Single Input, Single Output (m =p = 1)
e MIMO: Multiple Input, Multiple Output (m, p beliebig)

SISO-Systeme haben die Form

mit b € R"*! und ¢ € R**",

Um die Abbildung zu verstehen, benétigen wir die Laplace- Transformation,
welcher der folgende Unterabschnitt gewidmet ist. Betrachten wir ndmlich statt
der Abbildung die Abbildung, welche die Laplace-Transformierte von « auf
die Laplace-Transformierte von y abbildet, so hat diese eine besonders einfache
Form (Multiplikation mit einer fixen Funktion).

7.1 Die Laplace-Transformation

7.1 Definition: Gegeben sei eine Funktion f : Ry — C. Dann definieren wir

o
Ky := {s eC: / e ' f(t)dt existiert und ist endh'ch} .
0
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Die Funktion F': Ky — C,

F(s):= / e Stf(t)dt
0
heiit Laplace-Transformierte von f und wird mit L[f] bezeichnet.

7.2 Beispiel: Sei a > 0 und h, : Ry — C definiert durch

1 fallst > a,
ha(t) := { 0 falls 0<t<a.

Eine solche Funktion heifft auch Heavyside-Funktion. Fiir ¢ > a und s # 0 gilt

¢ ¢ 1 ¢ 1
/ e ' he(t)dt = / e %tdt = [—e_“} = —(e7% —e7%).
0 a S S

a

Falls Re(s) > 0, folgt dann

/ e *he(t)dt = lim —(e™** —e™%) = —e™*%,
o c—00 8§ s
da e %¢ = e~ RC(S)Cei Im(s)c. Also gllt

{s € C:Re(s) >0} C K,

das heifst

e*Sa

1
Llhq] = , insbesondere L[1] = —.
s s

7.3 Definition: Gegeben sei eine Funktion f : R, — C.

(i) f heifst stiickweise stetig (bzw. stiickweise glatt), falls Re(f) und
Im(f) stiickweise stetig bzw. stiickweise glatt sind.

(ii) f heifst von exponentieller Ordnung ~ fiir ein v € R, falls es eine
Konstante M > 0 gibt, so dass fiir alle t > 0 gilt:

[f(t)] < Me.

(iii) f heifit von exponentieller Ordnung, falls f von exponentieller Ord-
nung ~ fiir ein v € R ist.

7.4 Beispiel: Sei n € Ny und f(¢) = ¢". Dann gilt fiir ¢ > 0 und v > 0:
et =1+~t+ l(yt)Q et l(’yt)" 4> l(ryt)n
2 n! ~ nl '
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Daraus folgt
|
[f)] =t" < n—;be”’t fiir alle ¢t > 0,
v

und damit, dass f fiir jedes v > 0 von exponentieller Ordnung ist. Wir kénnen
damit leicht folgern, dass jedes Polynom von exponentieller Ordnung ~ ist fiir
beliebige v > 0. O

7.5 Satz: Sei f: R, — C stiickweise stetig. Dann gilt:

(i) Ist so € C und [;° e~ ! f(t)dt absolut konvergen so ist

{s € C: Re(s) > Re(so)} C K.
(ii) Ist f von exponentieller Ordnung ~y, so gilt
{s € C:Re(s) >~} C Ky.
Fiir s € C mit Re(s) > v konvergiert [~ e~ f(t)dt sogar absolut.
Beweis: (i): Sei s € C mit Re(s) > Re(sg). Dann gilt

|e—stf(t>| _ |e— Re(s)tl . |e—iIm(s)‘ . |f(t)|
= le” R £ (1)
<e Re(so)t | ‘f(t)| — |e—sotf(t)|.

Nach dem Majorantenkriterium ist also f;~ [e™*' f(t)|d¢ konvergent.
(ii): Nach Voraussetzung existiert M > 0 mit |f(¢)] < Me* fiir alle ¢t > 0.
Damit gilt

e ()] = e B (1) < Mem R,

Aus dem Majorantenkriterium folgen die Behauptungen. O

Der néchste Satz zeigt, wie man die Laplace-Transformation umkehren kann.

7.6 Satz: Essei f: R, — C stiickweise glatt und von exponentieller Ordnung
~ fiir ein v € R, sowie F' = L[f] (definiert fiir alle s mit Re(s) > ). Dann gilt
fiir jedes x > ~:

1 oo ) LD ) gt~ 0
- . (z+1is)t _ 5
57 /_OOF(:E—Hs)e ds_{ 2@ iy

Dabei ist f(t+) der rechtsseitige und f(t—) der linksseitige Grenzwert von f an
der Stelle t. Insbesondere gilt: Ist f auf (0,00) stetig, so folgt

76 = 5. / F(z +iy)e@t™)dy.

C2mi o
2Das heift [ [e™ 50! f(t)|dt < oco.
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Beweis: Wird ausgelassen. (]

Als direkte Folgerung ergibt sich der folgende Eindeutigkeitssatz:

7.7 Korollar: Die Funktionen fi,fo : Ry — C seien stiickweise glatt und
von exponentieller Ordnung ~y. Wir bezeichnen mit Fy bzw. Fy die Laplace-
Transformierte von f; bzw. fo. Gilt dann Fy(s) = Fx(s) fiir alle s € C mit
Re(s) > v, so gilt in jedem Stetigkeitspunkt von f; und fo, dass f1(t) = fa(t).
Sind f, und f> stetig, so gilt insbesondere f; = fo.

Beweis: Nach Satz gilt in jedem Stetigkeitspunkt ¢t > 0 von f; und fs, dass
f1t) = 1 /OO Fy(z +is)elt)tds = L /OO Fy(x 4 is)e® )t ds = fo(t)
2 J_ o 27 J_ oo ’

da in den Stetigkeitspunkten der links- und rechtsseitige Limes iibereinstimmen
(t = 0: analog). O

Nun wollen wir einige wichtige Eigenschaften der Laplace-Transformation be-
weisen. Zunéchst zeigen wir, dass £ ein linearer Operator ist.

7.8 Satz: Die Funktionen fi,fo : Ry — C seien stiickweise stetig und von
exponentieller Ordnung ~. Dann gilt fiir alle a, 8 € C, dass

Llafi + Bfa] = aL[fi] + BL[f2].

Genauer: a.f| + B fo ist stiickweise stetig und von exponentieller Ordnung v und
obige Identitit gilt in allen Punkten s € C mit Re(s) > 7.

Beweis: Zunichst stellen wir fest, dass auch af; + S fe stiickweise stetig und
von exponentieller Ordnung ~ ist. Fiir alle s € C mit Re(s) > v folgt dann mit
den Eigenschaften des Integrals, dass

Clafy + BR)(s) / T e tafi(t) + Afa()]dt

- a/oo e S fy(t)dt + B/m el fo(t)dt
0 0
= aL[f1](s) + BL[f2](s).
a

Der folgende Satz liefert weitere elementare Eigenschaften der Laplace-
Transformation.

7.9 Satz: Essei f : Ry — C stiickweise stetig und von exponentieller Ordnung
v, F = L[f]. Dann gilt:

(i) Ist § € R, so gilt fiir alle s € C mit Re(s) > v+ 0, dass
LI f(1)](s) = F(s — ).
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(ii) Ist 6 > 0, hs die Heavyside-Funktion (siehe Beispie] und g definiert
durch
g(t) = hs(t) f(t —0),

so gilt fiir alle s € C mit Re(s) >+, dass
Llg)(s) = e **F(s).

(iii) Sei a € R, a > 0. Dann gilt fiir alle s € C mit Re(s) > va, dass

S

clran)(s) =+ £ ().

a a

7.10 Bemerkung: Die Aussagen (i) und (ii) heifen auch Verschiebungssitze
und (iii) heift Streckungssatz.

Beweis: Wir beweisen nur (ii) (Rest: Ubungsaufgabe 2 auf Blatt 11):

Llg](s) = /000 e *tg(t)dt = /00 e St f(t—0)dt

s
; _
= lim [ e ®f(t—6)dt = lim e 3 f(7)dr
n—oo Jg = Jo
n—a
=¢7% lim e T f(r)dr = e O F(s).
n—oo Jo

0

Wir fiihren nun eine wichtige Operation fiir Funktionen ein, die sogenannte
Faltung.

7.11 Definition: Seien fi, fo : R — C stiickweise stetig und f1(t) = fa(t) =0
fiir t < 0. Dann heifst f1 * fo : R — C mit

t
(h fl0) = [ At - whdu, vieR

0
die Faltung von f; und f>.
7.12 Bemerkung: Fiir Funktionen, die nur auf R, definiert sind, definiert
man die Faltung analog, indem man die Funktionen auf (—oo0,0) durch Null
fortsetzt, also f1(t) = f2(t) := 0 fiir alle t < 0.
Nun beweisen wir den wichtigen Faltungssatz:
7.13 Satz: Essei f; : Ry — C stetig und fo : Ry — C stiickweise stetig. Ferner

seien fi, f2 beide von exponentieller Ordnung ~. Dann existiert L[f; x fo](s) fiir
alle s € C mit Re(s) > v und es gilt

LIf1* f2)(s) = LIf1)(s) - LLf2](s)-
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Beweis: Zunichst stellen wir fest, dass fi % fo nach Definition stetig ist. Da f;
und f> von exponentieller Ordnung + sind, gilt

t t
(F1# F2)(0)] < / Fut— )] - | folw)|du < / My ) e du
0 0
t
:MlMQ/ e"’tdu:MlMgtht.
0

Daraus konnen wir unter Verwendung von Beispiel [7.4] folgern, dass fi * f fiir
jedes v' >~ von exponentieller Ordnung +' ist. Daher existiert £[f1 * fo](s) fiir
alle s € C mit Re(s) > . Weiter gilt nach Definition

L[f1* f2](s) = /000 e*St/O fit —u) fo(u) dudt

= /oo /t e U f1(t — u) fo(u) dudt.
o Jo

Beachten wir, dass f1(t —u) = 0 fiir alle u > ¢, so folgt, dass
o t oo o
/ / e Sf(t — u) fo(u) dudt = / / e S f(t — ) fo(u)dudt
o Jo o Jo

= / / e_s(t_“)e_‘g“fl(t —u) fa(u) dtdu
o Jo

= / e_sufg(u)/ e 3= f1(t — ) dt du
0 0

:/ e_sufg(u)/ e *Tfi(r)drdu
0

—Uu

B /om e~ fo(u) /:, e~ fu(7) dr du

:/0 e_STfl(T)dT-/O e " fa(u) du
= LLf1](s) - L[f2](s).
U

Eine weitere wichtige Eigenschaft der Laplace-Transformation ist, dass sie Dif-
ferentialoperationen in algebraische Operationen iiberfiihrt.

7.14 Satz: Es sei f : Ry — C stetig, stiickweise glatt und von exponentieller
Ordnung ~y. Dann existiert die Laplace-Transformierte L[f'] von [’ fiir alle s € C
mit Re(s) >~ und ist gegeben durclﬁ

L[f'](s) = sLIf](s) = £(0).

24Beachte: Obwohl f nicht notwendigerweise iiberall differenzierbar ist, macht es Sinn von
der Laplace-Transformierten von f’ zu sprechen, da isolierte Punkte, in denen eine Funktion
nicht definiert ist, unter dem Integral keine Rolle spielen.
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Beweis: Sei s € C mit Re(s) > . Mit partieller Integration erhalten wir dann
fiir alle > 0, dass

K —st ¢/ —st t=n K —st
/e ft)ydt=[e ~f(t)]t:0+/0 se”* f(t)dt

0

=) - 10)+5 [ et i) at.

0
Fiir n — oo gilt e %7 f(n) — 0, da
le™*"f(n)| < Me" R und 4 — Re(s) < 0.
Da zudem [ e™* f(t)dt — L[f](s), folgt die Behauptung. O

Mit vollstédndiger Induktion erhilt man damit folgenden Satz:

7.15 Satz: Sei f : Ry — C (r — 1)-mal stetig differenzierbar und f"=1) sei
stiickweise glatt. Ferner seien f, ..., f~1 von exponentieller Ordnung ~. Dann
existiert die Laplace-Transformierte £[f(")] von f(") fiir alle s € C mit Re(s) > v
und es gilt

LIFO)(s) = sLIf() = [T (0) + 52 F/(0) + -+ + s/ (0) + F7V(0)),

7.16 Beispiel: Sei f(t) = sin(wt + ¢), d.h. f(t) = sin(wt) cos ¢ + cos(wt) sin p.
Da f”(t) = —w?f(t), ergibt sich

0= L[0](s) = LIf" +w?fI(s) = LIf"](s) + >LIf)(s).
Mit Satz [.15] erhalten wir
LIf")(s) = s*LI[f](s) = sf(0) = f'(0) = s>L[f](s) — ssinp — wcos p.
Insgesamt ergibt sich damit
W2LIf)(s) = —sLIf)(s) + ssin g + wcos g,
also

§sin @ + w cos ¢
§2 4+ w?

L[f1(s) =
¢

7.17 Beispiel: Wir betrachten die Funktion f,(¢) = t" mit n € Ny und wollen
mittels vollstidndiger Induktion zeigen, dass

L[fn](s) = s:% falls Re(s) > 0.

Fir n = 0 ist f,(t) = fo(t) = 1 und wir haben die Behauptung bereits in
Beispiel [7.2| bewiesen. Unsere Induktionsannahme lautet

!
L[fn](s) = %, Vs € C mit Re(s) >0
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fiir ein beliebiges, aber fest gewéhltes n € No. Da f;, 1 (t) = (n 4+ 1) f,(t), gilt

!
(0 1)ty = (04 DELLI(S) = SELual(5) ~ Fsa(0) = 5ELnial(s):
Losen wir dies nach L[f,+1](s) auf, so erhalten wir

Clfunrl() = W

womit die Aussage bewiesen ist. O

7.2 Anwendung der Laplace-Transformation auf lineare
Differentialgleichungen

Wir betrachten das Anfangswertproblem

Y+ a1y 4 ary + aoy = g()

y(0) =yo, ¥'(0) =y1, ..., " (0) = yos
mit gegebenen ag, . ..,an—1,%0,---,Yn—1 € R (oder C) und stetigem g : R, — R
(oder C) von exponentieller Ordnung. Setzen wir a, := 1, so folgt mit den

Eigenschaften der Laplace-Transformation

Llgl(s) = £ lz aky(’“)] (s)
k=0

k=0
n k—1
= aoLly)(s) + Y ax|[s"Llyl(s) = > s y19(0)
oLly kZ::l k[ y Jz:;) y:;_/
n n k—1
= <Z aksk> - Ly](s) — Zak Zsk_l_jy]
k=0 k=1 j=0

Wir definieren

und nennen p das charakteristische Polynom der Differentialgleichung. Also gilt
fiir die Laplace-Transformation der Losung y:

n k—1
Lhl(s) = ooy | Llale) + D ary sy
k=1 7=0
Hieraus lisst sich mit Hilfe der Inversion der Laplace-Transformation (Satz
die Losung y bestimmen!

70



7.18 Beispiel: Ist das Anfangswertproblem

y'+y=0, y(0)=1, y(0)=n
gegeben, so erhalten wir aus obigem Ansatz
0= L[0](s) = L[y" +yl(s) = L[y"](s) + L[y](s)
= s?L[y](s) = y'(0) — sy(0) + LIy|(s) = (s* + 1)L[y)(s) — (s + 7).
Daraus ergibt sich

s+m s 1

E[y](8)282+1 :SQ+1+7T82+1

= L]cos +msin|(s),

also (mit Blick auf die Tabelle)

y(x) = cos(x) + msin(x).

O
7.3 Transferfunktionen
Nun betrachten wir ein SISO-System
t(t) = Ax(t bu(t
(1) = Aa(t) + bu(t), "

y(t) = ca(t)

mit b € R"*! und ¢ € RY*", Wihlen wir 79 = 0 als Anfangswert, so ist der
Ausgang gegeben durch

¢ t
y(t) = c/ A= py(s) ds = / e bu(s) ds.
0 0

Mit Hilfe der Laplace-Transformation erhalten wir mittels der trivialen Fortset-
zung von u auf R durch u(¢) := 0 fiir alle ¢t < 0, dass

y = ceb x u.

Setzen wir U := Lu] und Y := L[y] (unter der Minimalvoraussetzung, dass u
von exponentieller Ordnung ist), so erhalten wir aus dem Faltungssatz fiir die
Laplace-Transformation:

Y (s) = Llce™ ] (s) - U(s).

7.19 Definition: Wir nennen die Funktion G(s) := L[ce'b](s) die Transfer-
funktion des Systems (41).
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7.20 Satz: Die Transferfunktion G(-) ist gegeben durch
G(s) =c(sI —A)~'b
und ist fiir alle s € C mit Re(s) > maxyc,(4) Re()) definiert.

Beweis: Nach Definition der Laplace-Transformation gilt

n n
G(s)= lim [ e *ceMbdt= lim [ ce*Dipdt.

Sei Re(s) > maxyeq,(a) Re()) fiir ein s € C. Dann ist s kein Eigenwert von A
und daher existiert (sI — A)~!. Ferner gilt

/ce(A D dt = / Z A—sDFbdt
0 .

n 1k

:Zc —SI /t—dt

k=0

c- '
= c(A —sI)kb

P (k+1)
_ _ -1 — n*t oT\k+1
_ sI) (kzo (k:+1 sI) )b

= (A — sI)~Y(eA=sDn _ ),

Da der grofte Eigenwert von A — sI negativen Realteil hat, folgt mit Satz
dass
[eA=s Dz < Me™ Pz, ¥n>0

mit Konstanten M, 3 > 0. Daraus folgt |le(A=5D"|| — 0 fiir  — oo, also

G(s) = lim ¢(A—sI) 1 (eA™D" _ N = —¢(A— sI) b= c(s] — A)!

7—00

womit der Satz bewiesen ist. O

Wir wollen noch einen alternativen und einfacheren Beweis présentieren, der
nur die Differentialgleichung (und nicht die Losungsformel) verwendet. Wenn
wir die Laplace-Transformation fiir vektorwertige Funktionen komponentenwei-
se definierenf>] erhalten wir aus Satz dass

SLlz](s) = £1i](s) = £[Az + bul(s) = AL[z](5) + bL[u](s),
wobei hier z(-) die Losung zum Anfangswert x(0) = 0 bezeichnet. Daraus folgt

Lla)(s) = (sT — A)~"bL]ul(s)

BIst f : Ry — R® mit f(t) = (fi(t),..., fa(t)), so definieren wir L[f](s) =
(L[f11(8), - -, £[fa](5))-
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und daher
L[y](s) = Llex](s) = cLlz](s) = c(sI — A) " bL[u](s).

Derselbe Beweis funktioniert auch fiir MIMO-Systeme (Ubungsaufgabe). In die-
sem Fall ist die Transferfunktion G matrixwertig und wir nennen sie auch Trans-

fermatriz:
G(s)=C(sI — A)"'B.

7.21 Bemerkung: Ahqlichkeitstransfogmationen dndern die Transfermatrix
nicht. Ist A=T"'AT, B=T"'B und C = CT, so folgt
G(s) = CT(sI — T *AT)"'T'B
=CT(T (s - AT)"'T'B
=CTT (sl — A)~'TT'B =G(s).

7.22 Definition: Sei G(-) eine Transferfunktion. Die Impulsantwort des Sys-
tems ist die Funktion g mit

7.23 Beispiel: Wir betrachten ein SISO-System, gegeben durch Matrizen
(A,b,c) und nehmen an, dass (A,b) kontrollierbar ist. Dann erhalten wir mit
Satz ein zu (A, b, c) dhnliches System (A, b, ¢) mit

0 1 -+ 0 0
A= : . b=

0 O 1 0

a1 Qg o Qp 1

und wir nehmen zusétzlich an, dass
c= [ 10 --- 0 ]
Dann konnen wir das transformierte System umschreiben als
2 — 2D gz —agz = u(t),  y(t)

und die Laplace-Transformation liefert

(8" —aps" ' = —a1)Z(s) = U(s), Y(s)=Z(s).
Definieren wir nun p(s) := s" — a;,,s" "1 — .-+ — ay, so gilt
1
PEY(s) =Uls) = Yis) = Zr5U(s).

Eine Moglichkeit, um (ganz praktisch) auf die Transferfunktion zu kommen, ist

es einen Eingang u(-) zu suchen mit U(s) = 1, denn dann gilt Y (s) = p(ls). Wir
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suchen also ein u mit L[u](s) = 1. Die Losung liefert uns der Dirac-Impuls 6 mit
der Eigenschaft ffooo 5(t) - f(t)dt = f(0) fiir alle f € CZ. Das ist im Rahmen
der Lebesgueschen Integrationstheorie mathematisch nicht definiert, aber wir
kénnen § durch integrierbare Funktionen approximierenm O

7.24 Beispiel: Gegeben seien

A:{g H B:{”, c=[0 1].

Damit folgt

Qulm O W

=[0 1]{

Dies konnen wir auch folgendermafien sehen:

y(t) :c/o A=) Bu(s) ds = :/0 1-u(s)ds = (1% u)(t)
und L[1](s) = 1. O

Uns interessiert, wann zu einer gegebenen Funktion G(-) eine Realisierung dieser
Funktion als Transferfunktion eines linearen Kontrollsystems existiert. Dazu
erweitern wir unseren Begriff eines linearen Kontrollsystems geringfiigig und
betrachten nun Systeme der Form

#(t) = Az(t) + Bu(t),
y(t) = Cx(t) + Du(t).
Das heifit, auch der Ausgang darf direkt vom Eingang abhéngen (statt nur indi-

rekt Giber z(t)). Hier ist natiirlich D € RP*™. Da die Eintréige der Transfermatrix
rationale Funktionen in s sind, betrachten wir den Funktionenraum

RP*™(s) := {p x m-Matrizen, deren Eintrige rationale Funktionen in s sind}.

7.25 Definition: Das 4-Tupel (A, B,C,D) heifst Realisierung von G €
RPX™(s), falls G(s) = C(sI — A)"*B + D.

Unser Ziel ist die Konstruktion von Realisierungen. Dazu sind folgende Begriffs-
bildungen niitzlich.

7.26 Definition: G € RP*™(s) heiit proper (oder eigentlich), falls
lim,_, o, G(s) existiert und strikt proper, falls lims_, ., G(s) = 0.

26Siche https://de.wikipedia.org/wiki/Delta-Distribution,
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Wir nehmen nun an, dass eine propere Funktion G € RP*™(s) gegeben ist und
definieren
D = lim G(s).

Emdee]

Dann ist G(s) := G(s) — D strikt proper. Daher stellt es keine Einschrinkung
der Allgemeinheit dar, G(-) als strikt proper anzunehmen und statt 4-Tupeln
(A, B,C, D) nur Tripel (4, B,C) zu betrachten. Wir sagen also, dass (A, B, C)
eine Realisierung von G ist, falls G(s) = C(sI — A)~!B.

Wir verwenden nun als Darstellung der Funktion G(-) ihre Laurent—Reihﬂ
1 1 1
G(s)=Go+ -G1+ G2+ 5G2+ -+
s 5 s
Die Glieder der Folge (G;);en, heifen Markov-Parameter von G(-).

7.27 Lemma: Sei G(-) strikt proper. Dann ist (A, B, C) eine Realisierung von
G(-) genau dann, wenn Gy = 0 und G; = CAI™!B fiir alle j > 1.

Beweis: Wir entwickeln den Ausdruck ﬁ formal in eine Reihe wie folgt:

1 1 1 1o 72\ o= zit
s—x_s.l—i_s;(s> _z_:l sl

Insbesondere gilt also
-1 _ Z -1
j=1

fiir alle s € C, so dass die Reihe auf der rechten Seite konvergiert. Damit gilt
mit dem Identitédtssatz der Funktionentheorie die komponentenweise Uberein-
stimmung der beiden Reihen

— 1 ! _ <1
> 56 =G =CsI - A B=3 ZCA'B.
_ 2

Jj=0 s
Daraus ergeben sich beide Beweisrichtungen. (]
7.28 Definition: Gegeben sei eine Folge A = (Gj)jen von Markov-

Parametern. Die zugehorigen Hankel-Matrizen der Stufe t (¢t € N) sind
alle Matrizen der Form

G, Gy - G,
Gy Gz - Gy

Hs’t(A) = . . . s s € N.
Gs Gerl e GtJrsfl

27Im Allgemeinen haben Laurent-Reihen die Form > a,z®, aber bei Transferfunktio-

nen ist ap = 0 fiir alle & > 0.

—0o0

75



Wir definieren auferdem fiir beliebige ¢, s € N die Matrizen

Ri[A, B] := [B|AB|A®B|---|A""1B] € R"*t™
C
CA
O4[A,C] = . € RP*™,
CAs—l

7.29 Definition: Ein Tripel (A, B,C) heifst Realisierung einer Folge A =
(Gj)jen in RP*™, falls (A, B, C) eine Realisierung ist von

G(s) = Zst_j.
j=1
Falls es eine Realisierung von A gibt, so heifst A realisierbar.
Damit ergibt sich unmittelbar der folgende Satz.
7.30 Satz: Das Tripel (A, B,C) ist eine Realisierung von A = (G;) genau
dann, wenn
H,(A) = Os[A,CIR[A, B], Vs,teN.

Beweis: Nachrechnen liefert

C
CA
O,[A,C|R;[A, B] = ) [B|AB|A®B|---|A"'B]

i CAs—l

[ CB CAB ... CA'B
CAB CA%B ... CA'B

| CAs"'B CA*B ... CA"™ 2B

Die Behauptung folgt damit aus Lemma O

7.31 Definition: Die Realisierung (A, B, C) heiit kanonisch, falls (A, B) kon-
trollierbar und (A, C') beobachtbar ist.

Wir zeigen nun, wie man aus einer beliebigen Realisierung (4, B, C) € R™*™ x
R™>™ x RP*™ eine kanonische Realisierung konstruieren kann.

Wir nehmen zunichst an, dass (A, C) nicht beobachtbar ist. Dann ist (AT, CT)
nach Satz[5.38 nicht kontrollierbar und wir erhalten mit Satz[5.14]eine Ahnlich-
keitstransformation 7', so dass

T—lATz[ﬁ“ AO } Cr=[¢C 0], T*B:[Bl],
21 22
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wobei (411, Cy) beobachtbar ist. Falls (A;1, By) nicht kontrollierbar ist, finden
wir eine Transformation Sp, so dass

_ A A _ B
SllAuSl:{ o AZ]’ 51131:[ 1],

wobei (;111, Bl) kontrollierbar ist. Wir definieren

o Sl 0 nxn L
s._{o I}eR . Q:=TS5.

Eine einfache Rechnung ergibt

Ay 14:112 0 B o
Q'AQ = 0 Ay 0 |, Q'B= 0 [,CQ=[C Cy 0],
Asgr Aszy Asz Bs

7.32 Satz: Mit der obigen Zerlegung ist (121117 Bl, C'l) beobachtbar u~nd kgntrNOI—
lierbar und die Folgen der Markov-Parameter von (A, B,C) und (A1, By, Ch)
stimmen tiberein, d.h.

CA~'B=C Al['B,, VjeN.

Beweis: Die Kontrollierbarkeit und Beobachtbarkeit folgt nach Konstruktion@
Um die zweite Aussage zu zeigen, betrachte die Markov-Parameter:

Gjr1 =CA'B = (0CQ)(Q™'AQ)(Q'B)

. A{I * 0 By R
=[C1 Co 0]-| 0 % 0]|-| 0 |=0CAB.
* * ok Bs
Damit folgt die Behauptung. O

7.33 Korollar: Falls A = (G;) realisierbar ist, hat A eine kanonische Realisie-
rung.

7.34 Definition: Die Dimension einer Realisierung (4, B, C) ist die Zahl
n € N, so dass A € R™*™,

7.35 Lemma: Ist (A, B,C) eine kanonische Realisierung von A = (G;) der
Dimension n, so gilt
rgH, (A) =n, Vs, t>n.

28Higr verwenden wir, dass Teilsysteme von beobachtbaren Systemen beobachtbar sind,
siehe Ubungsaufgabe 1 auf Blatt 13.
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Beweis: Nach Satz gilt H, ;(A) = O4[A, C1R[A, B]. Da (A, B) kontrollier-
bar und (A, C') beobachtbar ist, gilt im R;[A4, B] = R™ und ker O4[A, C] = {0},
falls s,t > n. Daraus folgt
rgH, +(A) = dimim(O;[A, C]R.[A, B]) = dimim O,[A, C]
=n — dimker O,[A4, C] = n.
(]
7.36 Definition: Eine Realisierung (A, B,C) von A = (G;) der Dimension n

heift minimale Realisierung, falls n < n fiir die Dimension 7 einer beliebigen
Realisierung (A, B, C).

Der folgende Satz zeigt, dass die minimalen Realisierungen genau die kanoni-
schen Realisierungen sind und dass diese, bis auf Ahnlichkeitstransformationen,
eindeutig sind.

7.37 Satz: Sei A = (G;) eine Folge von Markov-Parametern. Dann gilt:

(i) Ist A realisierbar, so existiert eine kanonische Realisierung.
(ii) Eine Realisierung ist genau dann minimal, wenn sie kanonisch ist.
(iii) Minimale Realisierungen sind dhnlich.

Beweis: (i) Dies ist die Aussage von Korollar [7.33]

(ii) Es sei (A, B,C) eine kanonische Realisierung mit A € R"*". Dann ist
rgH, ;(A) = n fir alle s,t > n nach Lemma Nun sei (A, B, C) eine weitere
Realisierung mit A € R?*", Dann gilt

<n <A

Also ist (A4, B,C) eine minimale Realisierung. Umgekehrt: Sei (A, B,C) eine
minimale Realisierung, die nicht kanonisch ist. Nach der obigen Konstruktion
einer kanonischen Realisierung aus (4, B, C) fiihrt dies zu einem Widerspruch,
da die Dimension der kanonischen Realisierung kleiner ist als die von (A, B, C).

(iit) Seien (A, B,C) und (A, B, C) minimale Realisierungen. Wir definieren
R:= R[A,B], R:= R[A,B], O:=0|[A,C], O:=0[A,C]
und beobachten, dass
OR=OR und OAR=OAR. (42)

Begriindung: Nach Satz gilt
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und
CAB --- CA™B G coo Gpgt
OAR=| : = 5
CA"B ... CA?*™ 1B Gp+1 -+ Gay

Il

O
h
Iao]l

Da die Matrizen O, O, R, R vollen Rang haben, kinnen wir einseitige Inversen
O#, O# R#* R# wihlen, so dass

O0#0 = RR* = 0%0 = RR* = ¢ R™*", (43)
Definiere nun T := RR# = (O#0)~'. Begriindung fiir die Gleichheit: Aus
und folgt 3 B o

O*ORR* = O*ORR* = I = I.
Weiter gilt mit , dass
T—'AT = (RR*)"*ARR* = O*OARR* = O"OARR" = IAI = A.
Aus Satz mit s = n und ¢ = 1 folgt weiter
T7'B = O0%0OR,[A, B] = 0%0,[A,C]R:[A, Bl = 0% H, 1(A)
— 0*O,[A, C|Ri[A, B) = O%OB — B,
Schliefslich gilt
CT = CRR* = O1[A, C|R,[A, B|R* = H, ,,(A)R*

= 044, CIR,[A, BIR* = CRR* = C.
Damit ist der Beweis abgeschlossen. O
Sei A = (G;). Dann ist die Hankel-Matriz von A gegeben durch

Gi Ga Gs
Ga Gz Gy

HA) = | Gy G, Gs

Der Rang dieser (unendlich groflen) Matrix ist die maximale Anzahl von linear
unabhingigen Spalten (als Elemente des Folgenraums R = {(x1, 22, x3,...) :
x; € R}). Wir definieren den Rang von A als den Rang von H(A), in Zeichen:
rgA. Der Rang von A ist entweder eine natiirliche Zahl oder oo.

7.38 Bemerkung: Alternativ konnten wir den Rang von .4 definieren al@

rgA := sup rgH, (A).
s,teN

29Siehe Ubungsaufgabe 2 auf Blatt 14.
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7.39 Satz: A = (G;) mit G; € RP*™ hat eine Realisierung genau dann, wenn
rgA < oo. In diesem Fall ist n = rgA die Dimension einer minimalen Realisie-
rung und rgH,, ,(A) = n.

Beweis: Wird ausgelassen (siehe [I, Theorem 28]). O

Unser Ziel ist es, zu einer gegebenen Folge A = (G;) oder zu einer Transfer-
funktion G(-) eine kanonische Realisierung zu berechnen.

7.40 Definition: A = (G,) heift rekursiv, falls n € N und a4,...,a, € R
existieren mit

Giint1 = anGiyn + - + a2Giy2 + a1Gr41, Yk > 0.

In diesem Fall heifit n die Linge der Rekursion.
7.41 Satz: A = (G;) ist realisierbar genau dann, wenn A rekursiv ist.

Beweis: Ist A rekursiv, so gilt

G1 G2 e Gn Z aiGi
GQ G3 “e Gn+1 Z aiGiJrl

H(A): G3 G4 Gn+2 ZaiGiJrQ

Also ist rgH(A) < co und damit A realisierbar nach Satz[7.39]
n—1

Ist umgekehrt (A, B, C) eine Realisierung von A, so ist xa(s) = s" — aps -
-+ —ay und damit nach dem Satz von Caley-Hamilton

n
An: E CLZ'141_17
i=1

also
Grins1 = CAFA"B = C(Z aiA’““*l)B
=1
n ) n
= ZaiCAk—H_lB = ZainH.
i=1 i=1
Damit ist der Beweis abgeschlossen. (]

7.42 Satz: Gegeben sei eine rekursive Folge A = (G;) mit G; € RP*™, so dass

Grsnt1 = anGign + -+ - + 02Gry2 + a1Gry1, VE>0.
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Dann ist eine Realisierung von A gegeben durch

0 I
A = ’ T. c }Rnpxnp7
0 I
_a1lp azlp anIp
_Gl
GQ npxm Xn,
B:=| "7 | ER™ ,C::[Ip 0o --- O]GRP P,
_Gn

Dabei ist I, die p x p-Einheitsmatrix. Ferner ist das Paar (A, C) beobachtbar.

Beweis: Um zu zeigen, dass (A, C) beobachtbar ist, berechnen wir die Beob-

achtbarkeitsmatrix:

[ I, 0

o 0 I,

CA :

O[A,C) = . =
: x %
CAnp—l
| * *

wobei die *-Eintrige nicht relevant sind, denn wir sehen
Zeilen, dass die Matrix O[A, C] vollen Rang hat.

*

anhand der ersten np

Als néichstes zeigen wir, dass CA7~! B = G;. Wie wir anhand der Matrix O[4, C]

sehen, gilt fiir j = 1,...,n, dass

G1
- 0 ... I, ... 0 G
CA™'B= ~— )
J :
Gn
Weiter gilt
Go
G3
CA"B=CA" 'AB=[0 ... 0 I,] :
anl

> a;G;

Rest: Induktion. Damit ist der Beweis abgeschlossen.

-G,

=Y a;G; =G

Die Realisierung aus obigem Satz heifst auch Beobachtbarkeitsrealisierung.
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Die Folge AT := (G]T) erfiillt offensichtlich die gleichen Rekursionen wie A. Ist
(AT, OT, BT) eine Beobachtbarkeitsrealisierung von A7, so ist

0 allp Ip
0
A=| B o | g | |, c=[G G Gy ]
0 :
I, anl, 0

eine kontrollierbare Realisierung von A (verwende Satz[5.38]). Wir nennen diese
auch Kontrollierbarkeitsrealisierung.

7.43 Korollar: Sei p =1 oder m = 1 und A eine rekursive Folge. Dann ist die
minimale Rekursionsldnge gleich dem Rang von A, es existiert genau eine mini-
male Rekursion und deren Koeffizienten sind gerade die des charakteristischen
Polynoms einer (und damit jeder) kanonischen Realisierung.

Beweis: Nach dem Beweis von Satz gilt fiir beliebige p, m: Gibt es eine
Realisierung der Dimension n, so gibt es eine Rekursion der Linge n. Umgekehrt
existiert im Fall p = 1 oder m = 1 immer eine Realisierung, deren Dimension
gleich der Lange einer Rekursion ist, ndmlich die Beobachtbarkeitsrealisierung
oder die Kontrollierbarkeitsrealisierung. Damit haben wir gezeigt, dass die mi-
nimale Rekursionslénge gleich der Dimension einer minimalen Realisierung ist.
Nach Satz ist die minimale Rekursionslinge damit gleich dem Rang von
A. Ist z.B. p =1, so ist die Matrix A der Beobachtbarkeitsrealisierung gegeben
durch

A: ERan

und die Dimension n dieser Realisierung ist nach Satz [7.39] minimal, wenn die
Rekursionslénge minimal ist. Bei der Regelungsnormalform (Satz haben
wir gesehen, dass die Eintrige der letzten Zeile gerade die Koeffizienten des
charakteristischen Polynoms von A sind. Die Eindeutigkeit der minimalen Re-
kursion ergibt sich aus der Aquivalenz minimaler Realisierungen. (]

Wir erhalten unmittelbar das folgende Korollar.

7.44 Korollar: Ist p = 1, so ist die Beobachtbarkeitsrealisierung, die man aus
einer minimalen Rekursion erhélt, eine kanonische Realisierung. Ist m = 1, so
gilt dasselbe fiir die Kontrollierbarkeitsrealisierung.

Fiir Folgen A = (G;) haben wir damit, zumindest in den Féllen p = 1 und

m = 1, das Problem der Konstruktion einer kanonischen Realisierung gel6st. Als
néchstes wollen wir die Frage beantworten, ob man eine kanonische Realisierung
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direkt an der Transferfunktion G(-) ablesen kann. Dabei beschrinken wir uns
auf den SISO-Fall.

Sei A = (G;) eine Folge mit G; € R. Wir ordnen der Folge A die formale
Laurent-Reihe

Wy(s) = Z Gjs™7
j=1
zu. Dann kénnen wir Folgendes zeigen.

7.45 Satz: Die Folge A ist genau dann realisierbar, wenn W 4(-) eine rationale
Funktion ist, d.h. wenn

Pms™ + pm—18"" "+ +po
S*—apstTl— i —ay

Wa(s) = (44)

mit n,m € N und p;, a; € R. Dabei kénnen wir stets annehmen, dass m = n — 1.

Beweis: Wir beobachten zunéchst, dass aus der Identitit
oo
Pms™ 4 P18 b po = (8" = aps" T = —ar) Y Grs™F
k=1

durch Koeffizientenvergleich folgt, dass p; = 0 fiir alle ¢ > n. Also kénnen wir
m =n — 1 annehmen.

Nach Satz reicht es zu zeigen, dass W (-) genau dann rational ist, wenn A
rekursiv ist. Wir zeigen zuerst, dass aus der Rationalitét von W4(-) die Rekur-
sivitdt von A folgt. Wir nehmen also an, dass

o0
P18 pras T2 py = (s" — aps" "t — o —ay) Z st_j. (45)
=1

Ein Koeffizientenvergleich fiir die negativen Exponenten liefert

Gn+1 =a,Gn+ ... +a3Gs +a1G;
Gnto2 = anGpy1 + ...+ a2G3 + a1G2

Grikt1 = anGpyp + -+ a2Gryo + a1Gpt1.
Damit ist A rekursiv. Die Koeffizienten ay, ..., a, ergeben sich aus dem Koeffi-
zientenvergleich der Exponenten von 0 bis n.

Nun sei A rekursiv, d.h. G,k 11 = 6, Gryk + - - -+ a1Gpyq fiir alle £ > 0. Dann
definieren wir

n—j—1

p; = anj - Z ai+j+1G1‘, j = 07 vy — 1 (46)

=1
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und sehen durch einen Koeffizientenvergleich, dass gilt:

(46)
Pn—1 ! G1

(146)
Pn—2 9 Go — a, Gy

Damit ist der Beweis abgeschlossen. (]

Aus dem Beweis des obigen Satzes und Korollar ergibt sich unmittelbar
das folgende Korollar.

7.46 Korollar: Sei m = p = 1 und Wy(s) = % mit Polynomen p(s), q(s),

wobei q(s) normiert sei und minimalen Grad habe. Dann gilt
degg(s) =rgA

und q(s) ist das charakteristische Polynom von A fiir jede minimale Realisierung
(A, B,C) von A.

Nun wissen wir im Prinzip, wie wir eine kanonische Realisierung einer rationalen
Transferfunktion G(-) berechnen kénnen. Dazu folgendes Beispiel:

7.47 Beispiel: Gegeben sei die Funktion

253 +7s2+8s+5
G(s) = — 5 .
s34+ 382 +4s+ 2

Zunichst stellen wir fest, dass

247, 8 45
lim G(s) = lim ——2—2"—5 =2
§—»00 34)001+§+572+373

Also ist G proper, aber nicht strikt proper. Wir zerlegen G(s) deshalb wie folgt:

G(s) 25 + 652 4+8s+4 s2+1
8) = —
§3 4+ 352 445+2 s34+ 352 445+2

und betrachten ab jetzt nur noch die strikt propere Funktion

~ s2+1
G(s) = .
(5) s3 +3s244s5+2

Die Nullstellen des Zdhlerpolynoms sind +i und dies sind offensichtlich keine
Nullstellen des Nenners. Also hat das Nennerpolynom bereits minimalen Grad
und Korollar [7.46] sagt uns, dass

n=3
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die Dimension einer kanonischen Realisierung (A, B,C) von G(-) (und die mi-
nimale Rekursionslénge) ist und

q(s) == 8° + 35> + 45 +2

das charakteristische Polynom von A ist. Wir kdnnen dann als kanonische Reali-
sierung nach Korollar [7.44] die Beobachtbarkeitsrealisierung wéhlen. Dazu miis-
sen wir noch die Markov-Parameter G1, G2, G3 bestimmen. Da

a1:723 a2:747 03:*37170:17171:07172:1

folgt aus (46), dass

1 =po = G3 — a2G1 — a3Ga = G5 + 4G + 3Ga,
0=p1 =Gz —a3G = Gy + 3G,
1=p, =Gy
Dies ergibt
Gi=1, Go=-3, G3=6.
Die gesuchte Realisierung von G(+) ist deshalb gegeben durch

0 1 0 1
A=| 0 o0 1|,B=|-3|,c=[100],D=2
—2 -4 -3 6

Um uns zu iiberzeugen, dass wir keinen Fehler gemacht haben, rechnen wir
nochmals nach:

-1

s —1 0 1
C(sI-A)'B+D=[1 0 0]|0 s -1 -3 | +2
2 4 s+3 6
1 s(s+3)+4 s+3 1 1
= 100 3 | +2
s rwrl | : - c T
) 1
= 3) +4 3 1]| -3 |+2
s3+352+4s+2[8(8+ )4 s ] 6 i

B S2+3S+4—38—9+6+2
n s34+ 3s2+4s+2
s2+1 _253+752+88+5_

= = G(s).
s3+3s2—|—4s+2+ 3+ 352445 +2 (5)
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